Studijni opory piedmétu MT 105 KVANTITATIVNI METODY
v kombinovaném studiu Vysoké Skoly hotelové v Prazenagistersky
studijni program vSech obom

Predmit MT 105 KVANTITATIVNI METODY je slozen ze dvou rawcennychasti a to
z ¢asti statistika a zasti matematika a je &¢gn studeniim kombinovaného studia vSech olbor
VSH.

Vyuka predmétu "MT 105 , KVANTITATIVNI METODY v kombinovaném st udiu
Vyuka probih& verech modulech, celkem 18 hodin, kazdy modul je Bedinovy (6 - 6 - 6).
Poner vyuky ¢asti statistika a matematika je 50% pro statiséikiD% pro matematiku.
Formou atestace je zkouSka (8 kréqit

Garant piredmétu: Doc. RNDr. Miloslav Malec, CSc.

PrednaSejici: Doc. RNDr. Miloslav Malec, CSc.; Drglisylva Skupinova

Cvigici: Doc. RNDr. Miloslav Malec, CSc.; Dr. Ing. Sgh\skupinova (podle @tu studeni
zapsanych v tutorialu)

ZkousSejici: Doc. RNDr. Miloslav Malec, CSc.; DrglrSylva Skupinova

Obsahova naph predmétu MT105 ¢ast statistika

. Vyhodnocovani udajziskanych ndhodnym vgtem nahodnym vydrem
. Statistické testy
. Analyzacasovychrad
. Exponenciélni trendy, exponencialni vyrovnani
. Regresni a koralai analyza
. Metoda nejmenSiaitveral — dalsi aplikace
. Vicenasobna regrese a korelace
. Korelacetasovychrad, opozdna korelace, autokorelace
. Regresni modely
10 Linearni trendy ¢asovychfradach
11. Sezonnéasove
12. Metody vicerozgrné statistické analyzy
13. Statistické zajimavosti, historie statistikgsky statisticky fad
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Obsahova naph predmétu MT105 ¢ast matematika

. Elementérni funkce, zakladni vlastnosti funkaijta, spojitost funkce, limita posloupnosti
. Derivace a jeji vypset. VySSi derivace
. Te&na ke grafu funkce. L 'Hospitalovo pravidlo. Difece.
. Extrémy funkce, funkce konvexni, konkavni, irfiebod
. Pibéh funkce. NumerickéeSeni rovnic (Newtonova metoda)
. Neutity integral, metody jeho vygtu
. UrGity integrdl, jeho vypoet. Vypaiet ploSného obsahu.
. Nevlastni integral. Numericka integrace
. Funkce dvou prodémnych, jeji graf. Parcialni derivace a jeji v¥pt
10. Lokalni extrémy. Metoda nejmensitierai.
11. Prostor n-tic. Matice, jejich algebraické operaHodnost matice a jeji vyget.
12. Soustavy lineérnich algebraickych rovnic. EeasereSeni. Gaussova eliminace.
13. Determinant matice, jeho vygmi. Cramerovo pravidlo. Inverzni matice
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Cile vyuky piredmétu MT105

Studenti budou sezndmeni se zakladnimi i nadstgwbowmatematickymi a statistickymi
operacemi a postupy pouzivanymi v ekonomické aduépké praxi.

Predntt je zangten rovréz na problémy vznikajicitpaplikacich &chto metod.

Ziskané poznatky studenti vyuZziji v navazujiciéadmetech magisterského studia pigad

pii zpracovani dat v diplomové praci.

Osvojené postupy z oblasti statistiky a matematikyozni studentovi pochopit zakladni
principy ekonomickych modglpouZivanych v praxi.

Pozadavky ke zkousSce
Predmet MT 105 Kvantitativni metody je uk@en pisemnou a Ustni zkousSkote@pokladem
pro jeji slozeni je:

» aktivni (®ast na vyuce v jednotlivych modulech (sdedini)

» prostudovani zakladni literatury a studijnich opor

e splréni korespondemich ukoh

e UspESné absolvovani zékecnych test a Ustnicasti zkousky

Organizace studia

Vyuka predmetu "MT 105 Kvantitativni metody" (semestrélni kuje)rozdtlena na kontaktni
a distani ¢ast a probiha verdch modulech. Kontaktni vyuka (18 hodin) je realéama v
ramci ¥ soustedni, jde o 6 + 6 + 6 hodinifmé vyuky.Casti statistika a matematika jsou
rovnocenné, kazdéast zaujima 50% vyuky. V kazdém sdasdtni se uskut&ni vyuka
jednoho modulu, ktery téodvé povinnécasti:"tutorial” a"pr tvodce studiem".
Prevaznacast kombinovaného studiggamétu MT 105 ma sice dist&ni formu, avSak z
hlediska pedagogickéhotiptupu ke studefitn a jejich moZnostem spolupracovat s
vyucujicim (tutorem), jde o @béznou vyuku. Na tutoridlech a ve studijnich mateiél jsou
zadavany ukoly, jejichZz spinim student doklada foéZnost svého studia. Komunikace s
vyucujicim je zajis%na ges Internet (malec@vsh.cz; skupinova@vsh.cz) a dbépu
semestru rize student navstivit konzuttai hodiny gitele. V piipadt problémového tématu
ma moznost navstivittpdnaskyi seminde prezetniho studia. Pokud mu nest&onzultace
telefonicka ¢i prostednictvim vyukového prosdi (IS), niize si student domluvit
individualni (event. kolektivni) konzultaci. Admsirativu studia zajifije pislusna
referentka studijniho odteni. VSechny kontakty mezicitelem a studujicim probihaji v
ramci informa&niho systému VSH.

Casovy harmonogram vyuky a obsahové za#lieni moduli ¢4st statistika:

1. modul (z&) = Vyhodnocovani udajziskanych ndhodnym vgkem (téma 1 - 4)

2. modul (listopad) = Regresni a kokglaanalyza (téma5 - 9)

3. modul (leden) = Linearni trendyc¢asovychiadach; Metody viceroz¢mé statistické
analyzy (téma 10 - 12)

Casovy harmonogram vyuky a obsahové zagiieni moduli ¢ast matematika:

Obsahova napl prednetu MT105 — Kvantitativni metody. (Latka nasledujitiodstava
odpovida naplni jednotlivych sotistni.)

1. Z&klady diferencialniho gtu s aplikacemi — pojem limity a derivace, jeji wypt a vyznam;
aplikace — extrémy funkci, fo¢h funkce, numerické metody.



2. Elementy integralniho ptu funkce jedné prosmné — primitivni funkce, nedtity integral,
urcity integral, nevlastni integral, vypet velikosti ploch, numericky vyget utgitého
integralu.

3. Funkce dvou prodémnych, parcialni derivace, extrémy funkce dvou pfiomych, metoda
nejmensicletverai.

4. Zaklady linearni algebry — algebra matic, deteamt matice, soustavy linearnich rovnic,
Gaussova eliminace, Cramerovo pravidlo, inverzriicea

Predmét MT105 bezprosedre navazuje na fiedntt MTO03 — Statistika z bakatkého
studia. Co se tie matematick&asti gednttu MT105, je tedy nutno Zdaznit, Ze se u
student predpoklada znalost latky, kter4 je obsaZena ve tglafip VSH Malec, M.:
Elementarni matematika, dale jej budeme ¢awat M I. Dale rozebereme tento pozadavek
podrobrgji:

a) Student by rd bez problém zvladnout Upravu algebraickych vytazzlomky, mocniny,
jednoduché vzorce, prace se zavorkami a gnimasymbolen} . Latka je obsaZena v kap. Il
skript M I.

b) Definice funkce, jeji graf v sdgadném systému, funkce licha, sudda, periodicka, em&z
monotonni, geometricka interpretace. Funkce prastérzni, vypdet inverzni funkce, vztah
prosté funkce a kni inverzni — geometrickd intetgce. Déle posloupnost, posloupnost
aritmeticka, geometricka, aplikace.

c) Zakladni elementarni funkce, jejich definice, wasti. Student by #h zvladnout nértek
jejich grafu. Jednd se o funkce linearni, kvadkatickubické, lomené a mocninné,
exponencialni a knim inverzni — logaritmické, gonetrické a knim inverzni —
cyklometrické. Zdrazreme zejména vypiy s logaritmy. Latka odstavce b) a c) je obsazena
v kap. lll skript M 1.

d) Re3eni rovnic linearnich, kvadratickych, jejich daus jednodussich iracionalnich,
exponencialnich, logaritmickych, goniometrickyégseni jednoduchych nerovnosti. Latku lze
najit v kap. IV skript M I. Obsah kap. V a VI skriM | bude podstathrozsfen v gedn€tu
MT105. V dodatku d&chto opor bude roz&na latka kap. VII skript M | — praggdodobnost o
dalSi pojmy patbné k vykladu statistick&sti gedn&tu MT105.

Cile vyuky matematické¢asti piredmétu MT105
Ukolem vyuky matematiky na vysokych Skolach ekorm@ho sniru je jednak rozvijet
logické a analytické mysSleni studérd dale poukdzat na moznost aplikace matematického
aparatu pi kvantitativnim popisu ekonomickych jéwa statistiky. Cilem vyuky matematické
¢asti gedmétu MT105 je vyhovt standardni oblasti matematiky ¥imérené hloubce a
rozsahu a nait ji aplikovat v ekonomickych a dalSichrquimétech. Jsou to nasledujici
kapitoly:

a) Zaklady diferenciélniho a integralnihogbo funkci jedné proknné a jejich aplikace.

b) Extrémy funkce dvou proémnych, metoda nejmensi¢tverai.

c) Elementy linearni algebry zatiené na‘eSeni soustav linearnich rovnic.

Latka je v dostatsmé mie obsaZena ve skriptech VSH zr. 2008 Malec, M.ariiativni
metody — dale stemé M Il. Kap. | skript M Il dava pehled zéakladnich pojina vlastnosti
funkci.

Odstavce 2.5, 3.6, 4.6, 6.7 a 6.8 skript M Il obgialpojmy: fady, Taylofiv polynom,
diferencialni rovnice, vlastntisla matice, zéaklady optimalizace. Maji za Ukaende
informovat o dlezitych matematickych pojmech s obsahlymi aplikaiceale nejsou
predmétem zkousky.



V kombinovaném studiu je kladen zasadfifad na samostatné studium (viz metodicky list
predmétu MT 105). Jednotliva sousiéni odpovidaji uvedenym odstawn obsahové napin
predmetu.
Vyklad latky ve skriptech je nazornynmhz je kladen na zakladni pojmy a jejich aplikaci.
Publikace obsahuje dostaté&Senych fkladi. P jistém Usili zvladne probirana témata
s usgchem velk&ast studeri.
Zpasob owieni znalosti je nasledujici:
a) Na konci druhého soustkni se piSe gibézny test (30 min.). Bude obsahovat jednoduché
piiklady na aplikaci derivace a integrélu.
b) Po ukoreni &chto soustedni se lze fihlasit na zavrecny test (45 min.). Terminje
k dispozici mnoZstvi, neni nutné skladat zkouSku pmanich terminech. Lépe je zazit
probiranou latku a ponechat si dostatelsu na proc¢ovani. Ukazka testu je uvedena
v oddile zabyvajicim se studijnimi oporami.

Vi s

SloZigjSi vzorce i zeni powek budou mit studenti na vSech uvedenych testeisipdzici.
Vysledky test budou vzdy v iméienémcase k dispozici na inforniaim systému VSH.
Nakonec proéhne Ustni zkousSka (cca 15 min.), kdiegmétem diskuze bude zérecné
posouzeni analytického uvaZovani studenta. Vyslddasifikace je stanovena na zakiad
hodnoceni teéta Ustnicasti zkousky.

Dotazy a diskuze k vstupnimu atpéZnému testu séeSi na konzultacich, resp. pomoci
informaniho systému VSH. Konzultace se konaji dvakrat dydioba konani je vzdy
k dispozici na informénim systému Skoly. @raz je kladen na samostatné studium. Uvedena
skripta obsahuji probiranou latku a jsou svym obsaldostaténi. K hlubSimu studiu je
uvedena dopotiena literatura. Jedna se d@ebnice matematiky a statistiky dlouhodob
uzivané na VSE Praha.

Tutoridly:

Na uvodnim tutorialu na z&atku semestru jsou studenti seznameni, v ramcipzivodce
kurzu, s obsahemi@dmetu, s¢asovym rozvrzenim vyuky jednotlivych tématickychruti, s
mistem pednétu ve studijnim planu oboru, s povinnou literatyraiilem vyuky a s
poZzadavky ke zkousSce. Je zde Wkn pristup k tzv. studijnim opordm (studijni materialy,
metodické listy) a zjsob odevzdavani kontrolnich Gko(testi) v informanim systému
VSH. Studenim je objasin zpisob hodnoceni kontrolnich GKola terminy jejich
odevzdavani. Je probrana celkova organizace vyuky.

Na prubézném tutoridlu (uprosted semestru)ditel vyhodnocuje dosavadni praci student
Studenti musi zaslat igSené ukoly elektronickyied zahajenim tydne konzultacigitel
upozorni na zavazné nedostatky aipad poteby obtizné témata vy&Vi.

Na zawre¢ném tutorialu na konci semestrucitel vyhodnoti uloZzené ukoly z minulého
tutoridlu a praci studeltza cely semestr. Upozorni na problémové otazkyatiéhkych
okruhi ke zkousSce. Podle geby prolghne spoléna konzultace. Studenti jsou seznameni s
¢asovym harmonogramem zkousSek.

Privodce studiem:

V této kontaktnicasti studia je proveden metodicky vykladg@naska) daného tématického
celku. Studenti jsou seznameni s tim, co budouostatdz povinné literatury (musi byt k
dispozici pro studenty), jaka uskaligekaji @i samostudiu a jak jim bude&itel pomahat fi
studiu. Velkd pozornost jeémovana jejich praci se studijnimi oporami, kter@ jahrazuji
bezprostedni kontakt s vytujicim na cwenich (seminidch). Studijni opory jsouffpraveny
pro kazdy tématicky okruh (kapitol@ebnice). Jejich saasti jsou: cile, ivod, vlastni vyklad
tématu, shrnuti vyloZzené problematiky, ckivé pojmy, uUkoly k zopakovani a pro&eni,
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odkazy na dalsi studijni zdroje a hodnoceni. Stidipory jsou vloZzeny v ramci IS d@sti
studijni materialy piredmétu MT105. Zgtnovazebni prvky vyuky (korespondem ukoly)
vyucujici vkladaji v informanim systému do polozky odpé&niky. Jejich zadani musi byt
jednozn&né a nesmi umabvat ffizna feSeni (pokud to ale neni z&mvyucujiciho).
Vypracované ukoly studenti vkladaji ddevzdavarny, event. pimo vywujicimu.
Pri studiu gredn®tu MT105 student vyuZiv&itinformaéni zdroje:

» metodologicky vyklad &itele, ktery vychazi zigdepsané literatury

» kontaktni vyuku v rdmci tutorialu a samostudia;

» predepsanou literaturu a metodické materialy

Privodce studiem jednotlivych MODULU

A) Studijni opory predmétu MT 105 ¢ast STATISTIKA v kombinovaném
studiu Vysoké Skoly hotelové v Praze, magisterskyuglijni program vSech
oboru

Studijni literatura

Zakladni:

Skupinova S.: Aplikovana statistika. V tisku....

Marek, L.; Novék, |.; Vrabec, M.: Statistika Il. 8gka Skola hotelova v Praze 8, Praha, 2004,
90 stran, ISBN 80-86578-30-5

Doporuena:

Pecakova, |, Novak, l., Herzmann, JiiPovani a vyhodnocovani dat. VSE Praha,
2004,0economica ISBN 80-245-0753-6

Hindls, R., Hronova, S., Novék, |.: Analyza dat \amazérském rozhodovéani. VSE Praha,
1999 ,Grada, ISBN 80-7169-255-7

Hindls, R. a kol.: Statistika pro ekonomy. Professil Publishing, Praha 2007.

1. Modul

Modul tvaii tii tématické okruhy. Kazdy je probiran samostajako kapitola v tebnim
materialu.

Tématické okruhy:

1.1. Statistické odhady
1.2. Statistické testy
1.3. Analyzatasovychrad

Studijni cile

V této kapitole se studenti seznami se zakladnasiypy i vyhodnocovani udajziskanych
ndhodnym vybrem. Bude objasma teorie bodovych a intervalovych odhagldirazem na
symetrické oboustranné intervaly. Dale budou sttideeznameni stypy alternativ a
statistickym testovanim. Posledni tematicky oksahnami studenty s dekompoziasovych
fad a s jejimi elementarnimi slozkamitsazem na exponencialni trendg¢asovychradach.



Kli ¢ova slova: bodovy odhad, intervalovy odhad, spolehlivost atihsstatisticky test, typy
alternativ, testovana a alternativni hypotéza,otestkritérium, casovérady, exponenciala,
exponencialni vyrovnani

1.1. Statistické odhady

Odhady charakteristik zakladniho souboru :
» bodové- jednactiselna hodnota
(pramer z&kladniho souboru se bodo¥ odhaduje vybrovym piimérem  X)
» intervalové - interval hodnot
Jedna se o odhady charakteristik zakladniho soubakovymi intervaly, v nichZz Ize se
zvolenou pravdpodobnostiotekavat hodnoty @ekavanych charakteristik.
Zvolenda pravdépodobnost = spolehlivost odhada zn&i sel-a.

Priklad: Byla zvolena spolehlivost 95%

Hovoiime pak o 95% spolehlivosti, nebo Zéispusny interval je 95%nim intervalem
spolehlivosti, kdy plati, zd-a = 0,95.Pak existuje 5% riziko, Ze intervalovy odhad bude
chybny, tj. Ze hodnota odhadované charakteristildelbmimo udany interval.

Bodovym odhadem relatividetnosti v zakladnim soubofg je vybérova relativnicetnostp.

Pro zvolenou spolehlivostodhadul-a (napgiklad 95%) a je-linp(1-p)>9 (coz byva p
velkych vylkErech obvykle spléno), je dvoustranny interval spolehlivosti vymezen
nerovnosti:

1-
 kde |A=U REp) n 2

p-A<II<p+A

U « - kvantil normovaného normaliniho rageni.

2

Bodovym odhadem pméru zéakladniho souboru je vybsrovy primér X. Dvoustranny
symetricky interval spolehlivosti je pakiipvétSich vykgrech (jiz kolem 100 jednotek a
vétSich) vymezen nerovnosti:

S

X

|7—ASuS7+A| kde |A=U_

N e
5

X - UKita pronénna

n - rozsah souboru

X - aritmeticky pimér vybérového souboru

U - aritmeticky ptimér zakladniho souboru

S« - vybérova snérodatna odchylka

U « - kvantil normovaného normalniho raen.

1.2. Statistické testy



Pri bézné pouzivanych testech se proti 8abavi d¥ hypotézy:

testovand hypotéza Hy x alternativni hypotéza- H.

Testovana hypotézaéeo tvrdi a alternativni hypotéza to popira. Vyskeuk statistického
testu je bd’ prijeti testované hypotézy nebo jeji zamitnuti, tijepi alternativni hypotézy.

Chybre mize byt fijata jak alternativni tak testovana hypotéza.

Hladina vyznamnosti -a je pravé&podobnost chybnéhdipeti alternativni hypotézy — chyba
prvniho druhu

Hladina vyznamnostit sevoli, negasgji a = 0,05 ,tj. 5ti% hladina vyznamnosti, tedy volime
5ti% riziko, Ze na zéakladvybérovych dat chyb& ptijmeme alternativni hypotézu.

Pravdpodobnost chybnéhaorifeti testované hypotézy, tj. chyba druhého drhw wtSiny
testi nelzevolit.

Testoveé kritérium

K rozhodnuti o fijeti nebo zamitnuti testované hypotézy, slouZikazdém testu dita
promenna, jejiz hodnotu Ize vygdat z vylErovych dat a kter4 maripplatnosti testované
hypotézy utité pravdpodobnostni rozileni. Tato prominna se nazyvéestové kritérium
(testova statistika).

Obor hodnot testového kritéria se ro&dje naobor prijeti akriticky obor . Hodnoty, které
tyto obory od sebe odllji se nazyvajikritické hodnoty a lze je vyhledat ve statistickych
tabulkach.

Jestlizehodnota testového kritérig vypctitana z vykrovych dat padne doboru prijeti,
prijima se testovana hypotézalestlize vypéitana hodnota padne do kritického oboru,
zamita se bla fijima se H.

Kriticky obor je volen tak, aby pravépodobnost, Ze hodnota testovaného kritéria padne do
kritického oboru fi platnosti testované hypotézy, byla rovna zvolelaéiné vyznamnostia.

Vysledek testu zavisi mimo jiné na zvolené hladiuyznamnostia, kterd se voli. Aby
nemohlo dojit k nedorozuni, je nutné u kazdého testu pouzitou hladinu vgamasti uvést.

e

» dvoustranna alternativa
* |evostranna alternativa
* pravostranna alternativa.

Negkteré statistické testy pouzivané v marketingowitkumech

VSechny tyto testy vychazeji *qupokladu, Ze vysovy soubor je ndhodnym v§tem
z nekonéného zakladniho souboru nebo tzv. prostym nahodmybErem z konéného
zékladniho souboru, jehoZ rozsah je mnohonase&si nez rozsah vyoového souboru.



Kazdy statisticky test je pouZzitelny pouze z&itych podminek. Nejsou-li tyto podminky
splreny, miZe vést jeho pouziti k dezinformaci.

Relativni¢etnost zakladniho soubor(}
Formulace testované hypotézy tavisi na tom, co chceme prokazat.

Hodnota[]o je hypotetick& hodnotou relativétnosti[]. Je to hodnota, kterouqrpoklada
testovand hypotéza. Testovana hypotéza se obvyjddivje zapisem:
Ho: [1=T1o

Proti testované hypotéze Ize podle povahy problgostiavit alternativni hypotézu:
» pravostrannou H[] >[]o
» levostrannou H [1<[]o
» dvoustrannou H [ #[]

Je-li rozsah vykru n velky pouziva se testové kritérium:

U — (p_HO) Vi , . - , v, ~
e o Podminka:sowin n[o(1-[1o) musi byt ¥tSi nez 9.
\/Ho(l_no)

U - hodnota testového kritéria

o - hypoteticka hodnotou relativiétnosti[]
p - vykérovacetnost

n - rozsah souboru

Vymezeni kritického oboru*:

Pri testu hypotézy bl proti pravostranné alternativni hypotéze je Kkificobor vymezen
nerovnosti: [~
1-a

Pri testu hypotézy W proti levostranné alternativni hypotéze je krifickbor vymezen
nerovnosti:

U < ul—u

Pri testu hypotézy H proti dvoustranné alternativni hypotéze je krifickbor vymezen
nerovnosti:

J/I>u
1_

/U/ - absolutni hodnota testového kritéria

u. U, -kvantily normovaného normalniho retehi .
la? 1-—
2

Pti testech hypotéz o pméru p zakladniho souboru se &wji hypotézy, ze tento pmer je
vétSi, mensi fipadre jiny nez hypoteticka hodnois.



Je-li rozsah vyéru dostateng velky (n>100), Ize pouzit testové kritérium:

U= EmoVn
S

X

X - vykErovy pramer
S, - vybérova smérodatna odchylka.

Vymezeni kritického oboru je shodné s vySe uvedeatadinici ozngenou symbolem *.

Hodnota o je hypotetickd hodnotou aritmetickéhoap®ru p. Je to hodnota, kterou
piredpoklada testovana hypotéza. Testovana hypotédavgkle vyjaduje zapisem:
Ho: L =Ho.
V z4vislosti na formulaci alternativni hypotézye lgouzit gkterou z alternativ:
» pravostrannou Hu > o
» levostrannou K pH<po
» dvoustrannou i W # po.

X°> — test umo#iuje owfeni platnosti hypotézy H,nahodny vylsr pochazi z daného
rozckleni* = owéieni hypotézy o rozdieni v zakladnim souboru.

» Ho—rozdileni je utitého typu

» Hi—rozdleni je jiného typu, ale nelze specifikovat jakého.

x> — test s vyhodou aplikujemei pyzkumech véejného miani a v marketingu.

Nazory dotazovanych osob m@Senou problematiku se mohou, pod vliveritarinformace
(reklamni kamp®, vyjadeeni odbornik) nebo po provedeni &itého opaiteni, nenit. Cilem
testu je posoudit, zda doSlo ke&@mnazoru v zédkladnim souboru.

Ho: tvrdi, Ze nazory se nezmily = nedoSlo ke zrn¢

Hi: tvrdi, Ze doSlo ke z#me, ale néika, zda k lepSimdi k horSimu (toto Ize odhadnout ze
zdrojovych dat).

Test se s vyhodou vyuziv&iposuzovani €&innosti reklamy. Pro Mac Nemaiv test se
pouZiva testové kritérium, které m# platnosti testované hypotézyilpizné x* rozdIni o
jednom stupni volnosti.

1.3. Analyzaéasovychrad

Casovaiada = vyvojova tendence. Jedna se o zasadni a diéelddu analytickou préci
v ekonomické oblasti.

Predpoklad: existuji dataiznych ukazatél v éasov&ack.

Odhad budoucich hodnotextrapolacecasovérady.

Prognézy do vzdalené budoucnostqgpokladaji negnny trend.

Pri analyzecasovychiad je nutné vyZzadovatégnou, prostorovou @asovou srovnatelnost
adaji. Srovnatelnost ud&je vzdy nutno fed jejich statistickou analyzou prit!
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Délkacasoveérady se voli v zavislosti na kvalivstupnich da
Dekompozice¢asovychrad

Pro dekompozicéasovychrad je nutné uvazovat nasleduji¢égpoklad:
casovouradu Ize rozlozit na systematické (a odhadnuteliogkg a na nahodnc slozku.

Systematické slozky:
» trendova
e sezoOnni
» cyklicka slozka.

Trendova sloZka - odrazi dlouhodobou vyvojovou tendenci (Fklad zrychlujici ¢i
zpomalujici setrst ¢i pokles), kterou Ize popsatjakou matematickou funkci (tzv. trendov
funkci).

Sezonni sloZzka popisuje pravidela se opakujici vykyvy jednotlivych sezénach (néglad
¢tvrtletich¢i mésicich) rkolika po sob jdoucich let

Cyklicka sloZzka - popisuje dlouhodobé vykyvy kolem trendu, tedy vykypakujici se vzd
po rekolika letech.

Ze zjiS€nych dat se velmiasto pditaji roéni pririastky aroéni koeficienty ristia.

Velmi ¢asto se pdita i pramérny rocni koeficient fistu, ktery e geometrickym priamérem
jednotlivych koeficieni rastu: K

K =gk, Ky K | 0 kde k — Kk, jsou r@&ni koeficienty fistu.

Trendové funkce jsoriizné matematické funkce, kde plati nasledujfetipoklad:
v ¢asovéradk se projevuje pouze dity trend a ndhodné kolisani. Pak pro hodngove
fady plati:

Y =T te

t=12,...,n
T; - je odhad trendové slozky
& - je reziduum.

Hodnoty & jsou hodnotami trendové funkce T = f(t), kde f@)rgjak& matematicka funkc
casoveé pronneé t. MiZze to byt nafiklad piimka (T = o+ byt),
hyperbola T=b,+ bl% ;

parabola (T = b+ bt + byt?) aj.

bo, by, b, - parametry, jejich£iselné hodnoty jef¢ba utit, aby bylo mozno vyuzit trendo\
funkce kodhadim do budoucne
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a) Jaka matematicka funkce méa byt zvolena za trendfwakei?

Podkladem pro volbu vhodné trendové funkce byvdklevchovani skterych elementérnich
charakteristikkasovérady:

» ro¢ni absolutni firastek

» ro¢ni relativni girastek

> ro¢ni koeficienty fistu ...

Voditkem volby matematické funkce popisujici trejedgrafické znazomni casovéirady
spojnicovym diagramem. Kvalita zvolené matematiickékce se osfuje vypatem rezidui.

b) Jak se ufi ¢iselné hodnoty paramétevolené trendové funkce?

U linearnich trendovych funkci (nappiimka, hyperbola parabola), s@selné hodnoty
parametit uréuji metodou nejmensSichétverci. Minimalizuje se sotet druhych mocnin
odchylek zjis¢nych hodnot yod zvolené trendové funkce:

S=Z(yt _Tt)z

Pro vypa@et paramefr nelinearnich funkci (ndpexponenciala, posunuta exponenciélze
pouzit metodu nejmensSictverai!

Parametry &kterych nelineéarnich funkci Ize ziskat metodou regjgich ¢tveral az po
provedeni tzvlinearizujici transformace, kdy sledovana pro#énna y je nahrazenajakou
neparametrickou funkci ynagiklad y = Iny. Uvedena transformace se vyuZivaifidad pi

vypostu parametr exponencidly T =b,b;

Mé-li casovarada exponencialni trend je pro ni typické stadéirtempo tistu.

U posunuté exponencidly se vyuziva metddateinych souti, kdy se sledovandasova
fada rozdli na rekolik ¢asti o stejném @ou hodnot, picemz pd@et ¢asti je rovny pétu
parametit trendové funkce.

Posunuta = modifikovana exponenciala [+ _ b, + bybt

Tato funkce nmiZe vystihnout zrychlujici s& zpomalujici se rostouci trend i zrychlujici&e
zpomalujici se klesajici trend.

Exponenciélni vyrovnani:

Exponenciélni vyrovnani je zaloZeno na myslenceraekratkodobé progndzy js@erst\sjsi
hodnotyc¢asovérady dilezit¢jSi nez hodnoty starSi. Mameeksovouradu r@nich hodnot y,
Y2,...¥Yn-1, Yo, PEiISUZUjE Se nejtSi vaha hodnéty,, zatimco vahy ostatnich hodnot postipn
klesaji ve sréru k hodnog y;.

St&i jednotlivych pozorovani je vyjéeno proménnou k, kterd nabyva hodnot O, 1,...n-1.
Cim starsi ronik tim je hodnota k vy33i. Nejmlad$&nik casové&ady méa k = 0.

Vahu jednotlivych hodnotsasové fady vyjadujeme &isly o, kde a je vyrovnavaci
konstanta, kdeal[1(0; 1). S klesajici hodnotaw maji starSi hodnoty mensi vyznam!
Obvykle neni zajem naihiS rychlém poklesu vah starSich hodnot, voli peazidla hodnoty

e

vyrovnavaci konstanty blizsi 1 ¢ = 0,7 - 0,9).

v' Jednoduché exponencialni vyrovnakde se pedpoklada, Ze v kratkych obdobich
nemacasovéaradaani rostouci ani klesajicitrend.
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v' Dvojité exponencidlni vyrovnankde se pedpoklada, ze v kratkych obdobicha
casovéaradalinearni trend popsatelny fimkou.
v' Trojité exponencialni vyrovnanikde se pedpoklada, Ze v kratkych obdobima
casovéaradaparabolicky trend.
Nejcastji se pouziva dvojité exponencialni vyrovnani.

Po uplynuti roku n + 1 (nejmladsi réksovérady) zjistime skutaou hodnotu sledovaného
ukazatele v tomto roce, tj. hodnotyy Pak niizeme vypeitat chybu prognézy Ry

A n+l = I:)n+1 - yn+1

Je-li A kladné ¢islo, prognéza byla nadhodnocena, j&lizapornécislo, prognéza byla
podhodnocena.

Na zaklad now zjisttnych skuténosti, I1ze jednoduSe opravovat hodnoty parairteéndové
funkce.

Shrnuti kapitoly

V kapitole byly vys¥tleny zakladni pojmy z oblasti statistickych odiastatistickych testa
analyzycasovychrad. Byly fedstaveny bodové a intervalové odhady aritmetick@himeéru

a relativnic¢etnosti v zakladnim souboru. Déle byly v§deny zakladni statistické hypotézy
v rdmci statistického testovani a mozné typy a#tevn Byly popsany negZrgji pouzivané
typy alternativ v testech hypotézy o relativéétnosti a piméru v z&kladnim souboru.
V posledni ¢asti se problematika zatiovala na analyzutasovych fad, konkrétd na
dekompozicikasovychiad a popis odhadnutelné slozky matematickymi fumitc8yl kladen
diraz na exponencialni trendy ¢asovych fadach a row¥ vyuZziti exponencialniho
vyrovnani. Zagr kapitoly byl wnovan vypdétu a chyls prognézy.

Pojmy k zapamatovani:

Bodovy a intervalovy odhad, spolehlivost, typy aitdiv, statistické testy, hladina
vyznamnosti, testovana a alternativni hypotézatovéskritérium, kvantily normalniho a
jinych rozctleni, casovarada, dekompozic&asovéiady, trendova funkce, typy treind
exponencialni trend, nelineérni funkce, exponentigrovnani, prognéza, chyba prognozy,
adaptivni metoda.

Ukoly k zopakovani a procvieni

Priklad 1.1.:

Spolehlivost odhadu ozéajeme symbolem:
a)a

b)1-a

c)s

Reseni: b

Bodovym odhadem relativietnosti zakladniho soubofu je:
a) relativnic¢etnost vylrového souboru p

b) aritmeticky paémer zakladniho souboru

c) snerodatna odchylka zakladniho soubaru

Reseni: a
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Pri vypoctu intervalového odhadu aritmetickéhoiperu zakladniho souboru je nutné mit
k dispozici mimo jiné hodnoty:

a) rozptylu zakladniho souboru

b) snérodatné odchylky zakladniho souboru

c) snerodatné odchylky vyrového souboru

Redeni: ¢

Priklad 1.2.:

Pri bézneé pouzivanych testech se proti 8abavi d¥¢ hypotéezy:
a) pravostranna a levostranna

b) oboustranna a nestranna

c) nulova a alternativni

Reseni ¢

Hladina vyznamnostit = 0,01 vypovida:

a) 0 99% riziku nespravnéhdijeti alternativni hypotézy
b) 0 1% riziku nespravnéhdijeti alternativni hypotézy
) 0 1% riziku nespravnéhdifeti nulové hypotézy
Reseni: b

Priklad 1.3.:

Mezi systematickeé slozkiasovérady nepaf slozka:
a) cyklicka

b) neodhadnutelna

c) trendova

Reseni: b

Parabola je trendova funkce:

a) s déma promnnymi a temi parametry
b) s d¥ma prongnnymi a déma parametry
c) se ftemi pronénnymi a d¥éma parametry
Reseni: a

Je li prognéza podhodnocena, pak je chyby progmdatervalu
a) (=0; 0)

b) (0; )

C) <-0; 0>

Reseni: a

Hodnoceni

Kazda spravna odp&d nebo vysledek vypdu je hodnoceno jednim bodem.
Sebehodnocenim je Zadouci dosahnout alegf®o UspsSnost spravnych odpedi. Jestlize
jste nedosahli poZzadované &Sposti, pokuste se zlepSitigstudijni vysledek pozogsim
studiem kapitoly, pofpact se spojit s tutoremipdnmetu.

Korespondewni ukol:

Nahodré bylo vybrdno 400 osob, z nichz 80 uvedlo, Ze mgmaéo novou sluzbu. Se
spolehlivosti odhadu 95% praVee intervalovy odhad relativnéetnosti I zakladniho
souboru zajemco novou sluzbu.
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Reseni] 0 <0,1608; 0,2392>.

2. Modul

Modul tvoii tii tematické okruhy. Kazdy je probiran samostafjako kapitola v tebnim
materialu.

Tématické okruhy:

2.1. Regresni a korelai analyza

2.2. Vicenasobna regrese a korelace
2.3. Regresni modely

Studijni cile

V této kapitole se studenti seznami s terminolagietodickymi postupy regrese a korelace.
Budou seznameni s jednoduchou jednostrannou korstawzajemnou regresi a korelaci a
s vicenasobnou regresi a korelaci. Dale budou stuseznameni s charakteristikami, které
hodnoti kvalitu regresniho modelu a s koeficientgroticimi €snost studovanych zavislosti
véetns  vicenasobného korelaiho koeficientu. Studenti se ra¥n seznami

s multikolinearitou, opozthou korelaci, korelaci &asovych fadach a autokorelaci.
V poslednicasti této kapitoly bude studém objas®gn princip klasického linearniho modelu.

Kli ¢ova slova:jednostranna a vzajemna zavislost, regrese adamekoreldni koeficient,
vicenasobna regrese a korelace, multikolinearitegelacecasovychirad, opozdna korelace,
autokorelace, regresni modely, klasicky linearndeto

2.1. Regresni a koreléni analyza

Regresni a koretai analyza se zabyva zkoumanim statistickych zastisI¢iselnych
proménnych. Jsou to zavislosti, kdy stejnym hodnotamnded prongnnych mohou
odpovidat §zné hodnoty jinych progmnych.

Z hlediska pétu pronennych v regresni a korelai analyze rozliSujeme:
v' Jednoduchou regresni a koreléni analyzu, ktera zkouma zavislost &iselnych
promgnnych:
X — nezavisle progmna (vys¥tlujici promenna)
y — zavisle prornna (vys¥tlované prominnd).

v' Vicenasobna regresni a korekni analyza kterd zkouma zavislost 3 a vigiselnych
promgnnych:

X, Z, U, V... — nezavisle praimné (vys¥tlujici proménné)

y — zavisle prorenna (vys¥tlovana proninna).
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P zkoumani zavislosti meziroménnymi je nejdive nutné posoudit, zda zavisl@stistuje,
tedy Ize-li vys¥tlovat zneny hodnot jedné proémné — vys¥tlované =zavisle proménné,
zménami hodnot prokgnmné druhé — vysitlujici = nezavisle pronénné.

Podle charakteru zavislosti rozliSujeme u jednoduegrese a korelace:

a) Jednostrannou zavislosfregresni analyzga kde zavisle prognnou nize byt pouze jedna
z feSenych prorgnnych.

b) Vzajemnou zavislost(korelacni analyzd, kde ol promeénné lze volit za zavisle nebo
nezavisle promnou.

Pti zkoumani statistickych zavislogdSime dva zasadni ukoly:

1. Nalezeni vhodné matematické funkcetj. regresni funkce pomoci nichz Ize odhadovat
pramérné hodnoty vysétlované prominné, odpovidajici zvolenym hodnotam jedné nebo
nekolika vyswtlujicich pronénnych.

2. Uréeni sily (intenzity, gsnosti) zavislosti vypaitem korelaénich koeficienti pripadré
jinych statistickych charakteristik.

Bodovy diagram — poskytuje prvni fedstavu o tom, jakd matematicka funkce Y = f(x) by
mohla byt vhodnou regresni funkci.

Kazda usptadana dvojicdx;; yi] je znazortna bodem v pravouhlé si@adnicové soustav
Vynesené uspgadané dvojice [xyi] odpovidajicich Udajvytvareji korela&ni pole.

Je li matematickou funkcitpmka, hovdime o linearni regresi. Parametriirpky se peitaji
jiz v ptedchozi kapitole zmbvanoumetodou nejmensSichétverci.

PtimkaY =b, +bx | respektive y = a + bx seifiva k odhatim primérnych hodnot
proménné y, odpovidajicich zvolenym hodnotam péaneé x.

V piipad vzajemné linearni zavislosti obou prominnych, se spolu s regresni
primkou [ —p +px| PouZivairegregiinka X = b, +by| . ktera slouzi k odbad
0 1

pramérnych hodnot promné x, odpovidajicich zvolenym hodnotam péome .

Cim je linearni zavislost promsnnych x, vy, sil@jsi tim je Ghel, ktery sviraji @bregresni
piimky, mensi.Pxi perfektni linearni zavislosti (jedna prémna je lineérni funkci druhé) &b
regresni pimky splynou v jednu.

Parametry pa b, sdruzenych regresniclipek se nazyvajiegresni koeficienty kde

b = by - udava pirastek pimeérné hodnoty y, odpovidajici jednotkovemuirfistku
promEnneé X.

b, = By - udava pirastek ptimérné hodnoty x, odpovidajici jednotkovemiirpstku
promEnneé y.

Pri interpretacic¢iselnych hodnot obou regresnich koeficienpii vyuzivani obou regresnich
piimek k odhadm, je nutné fihlizet k tomu, v jakych jednotkach byly prémé x, y
mereny.

Pri zkoumani zavislosti se pouzivaghkteré regresni funkce, u nichZ je metoda nejmensich
¢tveral pouzitelnd aZz po provedeni transformaci, jakofikEgd u mocninné funkce,
Tornquistovy kivky, exponencialy. Nelze-li u &kterych funkci, pro wisleni paramei,
vyuzit metody nejmenSiclitverai, Ize ji nahradit jinymi metodami n&glad metodou
casténych soudti u posunuté exponencidly nebo metodou vybranychi baajiiklad u
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Tornquistovy kivka. Metoda vybranych bddje jednoduchd metoda odhadu parametr
nekterych nelinearnich funkci. Ma-li regresni funke€3) parametry, ¢gime ze zdrojovych
dat statistického S&tni réjaké 2 (3) body, kterymi by &ha funkce prochazet.

Index determinace

Index determinace 12 je charakteristika, kterd se pouZiva k posouzewidmbsti regresni

funkce, jejiz parametry byly ziskany metodou nejgiemctverai, aniz by bylo nutno proveést

n&jakou transformaci vysilované proninné y. Plati, ze*0 <0; 1>.

Index determinace pouzivame pro posouzeni vhodmbistiky, hyperboly, roviny aady

dalSich regresnich funkci.

Regresni funkci Ize pokladat za tim vhen, ¢im mére se zjiSéné hodnoty ybudou liSit od

teoretickych hodnot Y tj. ¢im bude rezidudlni sdéet ¢tverai blizSi O a teoreticky saet

Stveral blizsi sodtu )
Z(yi -y)

Regresni funkce je povaZzovana za vhodnou, jestizepomoci této funkce co nejvice
vyswetlit kolisani prondnné vy, tj. regresni model je kvalitni, jestlize w§tduje vysoké %
variability hodnot prordnné .

Hodnoty 12 blizké 1 swdii o vhodnosti zvolené regresni funkce a zafipu® promdnna y
siln¢ zavisi na prognnéci promennych, jejichz funkci je zvolena regresni funkce.

Z hodnot determingiho indexu blizkych ®elze usuzovat na slabou zavislost, ale pouze na
nevhodnost zvolené regresni funkce.

Index determinace se §itd z pondru sowtu ¢tverai odchylek:

|12 = i :1_i

S S
Kde % je rezidualni satet ¢tverai:
Sz =Xy, -Y)?
sowet ctveral odéhylek zji&nych hodnot prognné od jejich piméru Sy:
S, =2y, -V)°|
a souet ctverai odchylek teoretickych hodnot prémnmé od jejich skutaych paimeéra Sy
S, =X(Y, -V,)

U v8ech regresnich funkci, jejichz parametry byskany metodou nejmenSi¢tverai, aniz
by byla provedena transformace v, tj. i u rovinkatipvztah

SN =YY - Dy - Y

Korelaini koeficienty jsou charakteristikami sily linearmavislosticiselnych promnnych.
Silu linearni zavislosti proémnych x; y néti korelaéni koeficient r, =1 ry /, ktery je
pongrem kovariance obou pramnych a sotinu jejich snérodatnych odchylek.

Korelani koeficientr nabyva hodnot z intervaktl; 1>. FicemZ|:
v zaporny koreléni koeficientukazuje nanepiimou zavislost obou progmnych, kdy
pii rastu hodnoty jedné prognné ptiimeérné hodnoty druhé prognné klesaji,
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v kladny korel&ni koeficientukazuje napiimou zavislost obou prosmnych, kdy pi
rastu hodnot jedné pronné rostou i pimérné hodnoty prognné druhé,

v" nulovy korel&ni koeficient ukazuje, Zze ab promEnné jsou nezavislé afiprastu
hodnot jedné progmné se pimérné hodnoty druhé profnné nenini,

v korelani koeficient je rovny 1 nebo —dkazuje na perfektni linearni zavislost, kdy
stejnym hodnotam jedné prémmé odpovidaji stejné hodnoty druhé péome.

Linearni zavislost obou prafnnych se povazuje za tim sijgi, ¢im je hodnota koretaiho

koeficientu blizSi -1 nebo 1 a za tim slali$im je hodnota koretmiho koeficientu blizsi 0.
Znameénko ped korel&nim koeficientem a regresnim koeficientem se mhisdsvat.

Zavislost Ize hodnotit podle 3-5 bodové stupnice:

r = 0 — zavislost neexistuje; |r| = 1 — perfektiviglost,
[r] O (0; 0,3) - slaba zavislost,

[r] 0 <0,3; 0,6) - gkedni zavislost,

[r| 0 <0,6; 0,8) - silna @sna zavislost),

[r|O <0,8; 1) - velmi silna (velmisna zavislost).

Je-li regresni funkciffimka, Ize dokazat, 2é 1> (druha mocnina koretaiho koeficientu je
rovna determingnimu indexu) a pak podle hodnoty kokgitho koeficientu Ize posuzovat i
vhodnost regresniifmky.

2.2. Vicenasobna regrese a korelace

Vicenasobna regrese a korelaesi linearni zavislosti pramnéy na dvou (nebo vice)
vyswtlujicich pronénnychx; z (u...). Méti se sila linearni zavislosti prémmé kazdé z obou
promgnnych i na obou prosmnych. Matematickou funkci pro regresiy, x, z

jerovina |y=b,+bx+b,z| ,kde

b, = by.| a b, = b, , jsdiiéi regresni koeficienty
b, = b,

- piirastek pimérné hodnoty prognné y i jednotkovém piristku promgnné x
za predpokladu, Ze pro&mna z je konstantni.

b, =b,,,| - @iristek pimérné hodnoty prosnne y i jednotkovém piristku proménné z

zafedpokladu, Ze proémna x je konstantni.
Ciselné hodnoty parametii roviny by, by, b, se ziskavaji metodou nejmensittherai, jez
vede k fem normalnim rovnicim, jejichizSenim jsou Wjislené parametry.

Pro hodnoceni sily zavislosti u vicenasobné regrekepouzitparovy korelaéni koeficient
ryx. Sila linearni zavislosti proinné y na prognné x se posuzuje na zakdadil¢iho
korelaéniho koeficienturyy ,, ktery neti silu linearni zavislosti proénné y na profnmné x
za predpokladu, Ze proémna z je konstantni.
Sila linearni zavislosti proénné y na prognné z se posuzuje na zakiatil¢iho korelaéni
koeficientu ry, ktery nefi silu linearni zavislosti pro&gnné y na proRnné zza
piedpokladu, Ze pro#émna x je konstantni. Plati Ze:

> dil¢i korelani koeficienty nabyvaji hodnot z intervadul; 1>,

» zaporné hodnoty signalizuji némou zavislost, kladné hodnotyimou zavislost,
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» zAavislost se povaZzuje za tim gjBi, ¢im jsou hodnoty déiich korel&nich koeficient
blizsi -1 nebo 1.
Vicenasobny korel#&ni koeficient ryx, posuzuje silu linearni zavislosti y na obou
vyswtlujicich prongnnych x; z. Plati Ze:
v" nabyva hodnot z intervakD, 1>,

s 7

v jeho druha mocnina je rovna detern@ingnu indexu pro rovinu, tedy vztah:

2 2 ..
e =1 . Podle hodnoty vicenasobnéheelniho koeficientu Ize posuzovat vhodnost
roviny jako regresni funkce

V piipad vice vyswtlujicich prongnnych, lze vypoitat vSechny parové Kkorelai
koeficienty, mimo jiné i korekni koeficienty mezi vSemi dvojicemi vy&ujicich
proménnych, gicemz korelace vysilujicich prongnnych se nazyvénultikolinearita .

Je-li hodnota koretaiho koeficientu mezi dkterou dvojici vys¥tlujicich (nezavislych)
proménnych blizkd 1 nebo -1 hokime o Skodlivé multikolinearité (alespa jeden z
parovych korelénich koeficient je wtSi nez 0,8). Coz je signal, Zze&ktera vys¥tlujici
proménna by se netta brat v tvahu!

Korelacedasovychfad

Pri studiu korelaci¢asovychiad se péitaji korel@&ni koeficienty mezi hodnotami dvou
casovychrad, kde t jeas. VZdy je nutné korelovat odchylky od trenduriat@Seni korelaci v
casovychradach je Zadouci ziskat vysoké kokalekoeficienty a se stejnymi znaménky.

OpoZdna korelace

Pricinou zneén ukazatele (progmné)y jsou znény ukazatel (prognné)x, ale ke zminam
ukazately dochazi s witym ¢asovym zpozdnim. Hodnoty prominnéy lze odhadnout na
zéklad promennéx o rok posunuté. Odhad do budoucna je mozny jemdadtu posunu.

Autokorelace

Jedné se o korelaci dat jedf@sovérady s hodnotami tézmsovérady o rok posunutymi, pak
hovatime o autokorelace prvniho fadu; o dva roky posunutymi, pak havme o
autokorelace druhéh@du...

Vypocitané korelani koeficienty se nazyvajautokorela¢ni koeficienty. Ve vypaitech
figuruje pouze jedna prafnna. Je-licasovarada popsana trendovou funkci, |zegipat
rezidua (odchylky od trendu), iiéemz¢asto se p&ta autokorelace rezidui prvniho az n-tého
fadu. Silna autokorelace rezidui ukazuje na nekiatiendovou funkci. Naopak, trendova
funkce se povazuje za dobrou, jestlize se nezjigtikorelace rezidui.

2.3. Regresni modely

Regresni modely se formuluji 2vbdi zobedovani vysledk v regresni a koretai analyze.
NejjednodussSim regresnim modelemkasicky linearni regresni model“ , kdy vystupy PC
software se o tento model opiraji.

O pravapodobnostnim rozdeni nahodnych valin yy, y....y, je nutné wit predpoklady:
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yi =@+,
s

Neodhadnutelna
slozka (epsilon)

Odhadnutelna
slozka (éta)

Odhadnutelné slozky predpoklada se, ze to jsou hodno®jaké linearni regresni funkce
(prfimka, parabola...).

Primka: [n =, +B,X

Parabolajn =B, +B,X +B,x°

Neodhadnutelné sloZkyv klasickém modelu se zawidti piredpoklady
v jsou nezavislé,
v' v8echny neodhadnutelné slozky maji nulov@dsti hodnoty a zaroiiemaji stejné
rozptyly,
v jsou nahodné valiny, které maji normalni rozteni.

Zjisténa data povaZzujeme za Wbva data a na zakladvybérovych dat se odhaduji
parametry funkcifo, B1, B2...) a hodnoty regresni funkag, kde odhadyB se pak zn# by,

b;, b, ..., které se p&taji se metodou nejmenSi¢tveral. Lze dokazat, Ze parametry, iy
jsou odhady paraméitfo, 1.

Odhadujeme-li parametry modelu zakladniho soubarzaklad vybéru, musime péitat s
moznosti chyby. O tom zdai®eme dekavat (pedpokladat) velkou nebo malou chybu nas
informuji smérodatné chyby odhadi. Ve vSech PC vystupech se &odatné chyby k
odhadim pripojuji.

Shrnuti kapitoly

V kapitole byly vys¥tleny z&kladni principy regrese a korelace a ta rovni vicenasobné
regresni a koretmi analyzy. Rové&Z byly oswtleny nadstavbové metody a to korelace
¢asovychrad, opozdna korelace a autokorelace. V posledni paséziygyétleny podstatné
body tykajici se klasického linearniho regresnitumetu \Eetné smerodatné chyby odhadu.

Pojmy k zapamatovani:

Jednoducha regrese a korelace. Jednostranna anviZajgavislost. Vicenasobna regrese a
korelace. Regresni koeficient. Kor&td koeficient. Parovy, dil a vicenasobny korelai
koeficient. Index determinace. Multikolinearita. tétacecasovychirad, opozdna korelace,
autokorelace. Klasicky linearni regresni model.

Ukoly k zopakovani a procvieni

Priklad 2.1.:

Vystupem regrese vzajemné zavislosti:
a) je parabola

b) je rovina

C) jsou sdruzené regresrimpky
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Reseni: ¢

K posouzeni vhodnosti lineérni regresni funkceyag wa:
a) hodnota indexu determinace

b) hodnota regresniho koeficientu

c¢) hodnota korekaniho koeficientu

Reseni: a

Korelaini koeficient nabyva u jednoduché korelace hodnotezrvalu:
a) <0, 1>

b) <-1, 1>

c)(0.1)

Reseni: b

Priklad 2.2.:

Silu linearni zavislosti proémné y na prognné x za pedpokladu, Ze prosmna zje
konstantni nai:

a) parovy koreléni koeficient

b) dilei korelani koeficient

c) vicenasobny koretai koeficient

Reseni: b

BéZnou matematickou funkci pouzivanou ve vicenasobgeesi X, vy, Z je:
a) piimka

b) exponenciala

C) rovina

Reseni: c

Vicenasobny koretai koeficient posuzuje silu linearni zavislosti ynedelu prorainnych vy,
X, Z:

a) na obou vysitlujicich pronénnych x, z

b) na vys¥tlujici proménné x

) na vys¥tlujici proménné z

ReSeni: a

Priklad 2.3.:

Typem regresniho modelu, o ktery secasgji opiraji PC programy je:
a) exponencialni regresni model

b) Térnquistova Kvka

c) klasicky linearni model

Reseni: c

Predpoklada se, Ze odhadnutelné sloZzky v klasickeeatnim modelu jsou hodnoty:
a) rejaké linearni regresni funkce

b) nejaké exponencialni regresni funkce

c) polynomu vySsiho stupn

Reseni: a

Neodhadnutelné slozky klasického linearniho modektime symbolem:
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a)T
b) X
)¢
ReSeni: ¢

Hodnoceni

Kazda spravna odp&d nebo vysledek vypdu je hodnoceno jednim bodem.
Sebehodnocenim je Zadouci dosahnout alegp®o UspsSnost spravnych odpedi. Jestlize
jste nedosahli poZzadované &Sposti, pokuste se zlepSitigstudijni vysledek pozogjsim
studiem kapitoly, pofpact se spojit s tutoremipdmetu.

Korespondeni ukol:

Regresni analyzou byla ze zdrojovych dat (pfone x; yi) ziskana rovnice funkce fimka:
y =4 + 0,1x. Zdrojova data jsou uvedena v nasiedtabulce:

b, Yi
10 41
10 6
20 5
20 7
30 6
30 8

Vypocitejte hodnotu indexu determinace a pitsukvalitu regresniho modelu.
Regeni: 1 = 0,4. Piimka neni fili$ vhodnou regresni funkci.

3. Modul

Modul tvaii tii tematické okruhy. Kazdy je probirdn samostafako kapitola v tebnim
materialu.

Tématické okruhy:

3.1. Linearni trendy ¢¥asovychradach
3.2. Metody vicerozmérné statistické analyzy
3.3. Prace&eského statistickeéhaadu, historie statistiky

Studijni cile

V poslednim modulu jsou studenti seznameni se v&8amE vyuzivanymi linearnimi trendy
v ¢asovychiadach, kdy je kladenudaz zejména naipmku, parabolu a hyperbolu. Rasn
jsou uvedeny i fiklady nelinearnich trericd které problematiku v kontrastu dapii.
Zminéna je rovieZ i problematika sezénnictasovychiad. Ve druhé kapitole tohoto modulu
jsou metody vicerozémné statistické analyzy klasifikovany a vgfleny jejich zakladni
principy. Na tomto modulu se studenti seznami ssaddimi mezniky historie statistiky
celoswtovém nefitku i na Gzemi dnedieské republiky. Tato posledni kapitola je dé&ph i

e

o vytah nejdlezitéjsich aktivitCeského statistickéha@du.
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Kli ¢éova slova:

Casovétada, linearni funkce,ipmka, parabola, hyperbola, nelinearni funkce, sezémsové
fady, metody viceroz@rné statistické klasifikacemetody analyzy koretmich struktur,
historie statistikyCesky statisticky fad

3.1. Linearni trendy v ¢asovychiadach

U linearnich trendovych funkci fimka, hyperbola, parabola) geselné hodnoty paramétr
uréuji metodou nejmensSichétverci.
Parametry se utuji tak, Ze je minimalizovan soéet druhych mocnin odchylek zj&tych
hodnot y od zvolené trendové funkce
Y S= Z(yt _Tt)2
t

Matematicky postup metody nejmensSitheral

Provedou se parciélni derivace v &ouS podle jednotlivych paramétra polozi se rovny
nule. Takto ziskame tzv. normalni rovnice, jejitbZenim se ziskaji hodnoty parametr

U dvouparametrické trendové funkce jde @ dovnice o dvou neznamych tigarametrické
o tii rovnice o tech neznamych ...

Primkovy trend - hodnoty casovétiady rostou (klesaji) linedénscasem, péemz prvni
diference jsou fiblizné konstantni, druhé diference kolisaji kolem nuly.

Hyperbolicky trend - tato funkce se pouziv&ipgpomalujicim se rostoucim trendu dnd
prirastky se postuphzmensuji) nebo naopakigzpomalujicim se klesajicim trendu.

Zda je pro popis trendu vhodna hyperboléujgme z chovani tmich girastki. Zpomalujici
se rostouci trend popisuje hyperbola s parametf§ b <0, zatimco zpomalujici se klesajici
trend popisuje hyperbola s parametgy®a R >0.

Parabolicky trend - prvni diference vcase jsou linearni, druhé diferencéibpzné
konstantni,feti diference jsou nulovéRo¢ni piirastky rostougi naopak klesaji, alerrustky
rocnich p@irastki (druhé diference) kolisaji aniz by se systematiagtSovaly nebo
zmensovaly.

Obecné rovnice vySe uvedenych funkci jiz byly z#ninv kapitole 1.3.

Kvalita trendovych funkci se vzdy &wje vypaitem rezidui. Regresni funkci Ize pokladat za

v

bude rezidualni s@et ¢tverai blizsi 0.

Nelinearni funkce

V praxi se za trendové funkce nevoli pouze line&wnkce, ale i izné funkcenelinearni,
kdy parametry &kterych z nich Ize ziskat metodou nejmensétheral az po provedeni
linearizujici transformace, kde dedovana proknmna y je nahrazena ¢jakou
neparametrickou funkci Ynagiklad exponenciala).

Sezonnitasoveérady
Jedna se dasovérady, v nichZ je krora trendu patrné sezénni kolisani(nagiklad casové
fady¢tvrtletnich hodnot).
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» vystiZzeni jejich trendu (vhodné trendova funkce),
> vystizeni jejich sezénniho kolisani (vyuZivaji sezonni odchylky nebo sezénni
indexy).
K popisu konstantnihsezonniho kolisanse pouzivaji sezénni odchylky.
K popisu proporcionélniho sezénniho kolisani s& pa@ji sezonni indexy

Existuje rgkolik metod analyz sezénni&asovychiad...

> metoda empirickychsezénnich odchylek uzZivana procasové fady s konstantni
sezonnosti,

> metoda empirickychsezénnich indes, uZivana procasovéiady s proporcionalni
sezonnosti.

Obk¢ metody vychazeji z vyrovnasasoveérady centrovanymi klouzavymi praméry.

S vyhodou vyuzivame vyget prognéz ze sezo#roéisténych ¢asovychiad, tj. parametry
trendové funkce ptame zo¢isténych hodnot.

3.2. Metody vicerozndrné statistické analyzy

Metody umo#uji hodnotit @tSi paet prongnnych jako jeden celek, tj. umiadi
komplexrgji hodnotit statistické jednotky podle¢téiho pd@tu pronennych, uvazovanych
souwasre.

Vypocty u ttchto metod jsou velmi naktné acasto s vice variantami algoritntaSeni, proto
hojn¢ vyuzivame vypodetni techniku a specializovanégitacové programy.

Uzivatel €chto metod musi znat podminky pouzitelnosthto metod a zZisob spravného
vyswtleni ziskanych vyslad

Charakteristika metod viceroZzmé statistické analyz:

1. Metody vicerozrérné statistické klasifikace

Jedna se metody, které jsou orientovany na rozisoa rozdlovani mnohorozmeérnych
statistickych jednotek do dvoti vice stejnorodéjSich souboti, do kterych jsourazeny
jednotky co nejvic@avzajem podobne zatimco jednotky ziznych soubar jsou co nejvice
navzajem odliSnéiskrimina ¢éni analyza; shlukova analyza

2. Metody analyzy koretamich struktur

Tyto metody se zabyvapiacionalni redukci dimenze (rozsahu)ieSeného problému, tj.
koncentraci informaci obsaZzenychw#Sim poctu proménnych do podstatnmensSihopoctu
skupin promdnnych: faktorovd analyza; analyza hlavnich komponent; kanaicka
korelaéni analyza

Ve dvoudi vice predem ukenych souborech statistickych jednotek stejnéha jgpsledovan
VeétSi patet proménnych (néfenych statistickych znél
v' Vysledkem diskriminani analyzy jediskrimina éni funkce, umoZiujici z&azovat s
minimalni chybou rozhodnuti statistické jednotkysgpwavného souboru.
v' Cilem je sestavit na zakladybéri z ngkolika souboli (min. dvou)diskrimina éni
kritérium umoziujici zatid'ovat studované jednotky déchto soubak
v' Metoda umot#uje stanovit ,dilezitost’ jednotlivych prongnnych pro rozliSitelnost
soubofi od sebe, tj. wuje podily promtnné na celkové spolehlivosti rozliSeni
soubot.
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Ucelem shlukové analyzy jeozdéleni souboru do witého pd@tu skupin, kde jednotlivé
skupiny jsou relativé stejnorodé, tjjednotky uvnit¥ skupiny, tzv. clusteruse ilis nelisi,
ale skupiny navzajem se liSi hod&

* marketingoveé vyzkumy,

e segmentace trhu,

» piirodni wdy (molekularni genetika. genetické vzdalenosti drithjedindi...).
Typickym grafickym vystupem shlukové analyzy dergieon.

Formélré predstavujezvlastni typ regrese kter4 zkouma zavislost pr@gmmych (v reali¢
pozorovatelnych, #fitelnych) na nami nepozorovatelnych (n#gitelnych, skrytych)
proménnych. Tyto prominné se oznalji jako spolané faktory.

> k poradi dilezitosti jednotlivych pronnych,

» k identifikaci a vyhodnoceni vzajemnych mnohostgatn zavislosti meazi
promEnnymi ve skupis,

» k navrhu na eventudlni redukci g proménnych (vyazeni nejméh vyznamnych
promgnnych soustavy),

» k navrhu na ziskani agregovanych (sdruzenych,éstorch) informaci (za celou
skupinu prominnych, sdruzenych jednim spéatgm faktorem).

V jediném souboru statistickych jednotek sledujersisi paiet prongnnych, z nichz kazda
obsahuje ufitou ¢ast rékolika rozliSitelnych kategorii (komponent) studagasouhrnné
informace.

Touto metodou vymezujeme tyto kategorie, taavni komponenty.

Algoritmem metody analyzy hlavnich komponent jdmeficienty, které udavaji, jak se na
kazdé hlavni komponehtpodileji jednotlivé prormné. Algoritmus metody zajigje
sestupnou prioritu hlavnich komponent.

Po formalni strance je vysledek podobny faktoravalyze.

Soustavu prongnnych, na rozdil od vicenasobné regrese a korelace jékgedinéd zavisle
proménna y a rekolik nezavislych pronnych x, z, u, V..) rozdélueme na dw
podsoustavyo WtSim p@tu promeénnych a vzajemnou zavislogthto podsoustav &iime co
nejmensimpaoctemkoeficienta (prvni, druhy, pofipack treti koeficient kanonické korelace).
Modul kanonick&d korelace hled4 obecny linearni Wwztaezi d¥éma vicerozrsrnymi
proménnymi X a Y s obechriznymi dimenzemi m1, m2.

Preferenéni analyzavychazi z dalSi vicerozimé statistické metody a toanalyzy rozptylu
(ANOVA — Analysisof Variance). Zdrojova data jsou vSédlskrétni proménné (stupnice).
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Jak navrhnout vyrobek, aby byfif@azlivy na trhu, kdy zakaznici vyjadji své preference
pomoci stupnice.

Analyza marketingovych fpzkumi k detekci prominnych, které nejvice ovliwji volbu
produktu (\in¢, chu, barva, vzhled...).

Testy se vyuzivaji pro porovnanfedini hodnoty jednoho nebo dvou norngalozclenych
z&kladnich soubér

3.3. Pracefeskeého statistického adu, historie statistiky

Uvedena kapitola modulu vychéazi z internetovyctarstk Ceského statistickéhoradu a v
plném rozsahu se odkazuje na samostatnou pracerdgiud informacemi (¥etrg historie
statistiky) uvedenymi na internetoveé adrese:

http://www.czso.cz

Studenti maji moznost navstivit studovidieského statistickéhot@du a vyuZit mnohé
bezplatné sluzby této instituce se sidlem v Prapena adrese:

Na padesatém 81

100 82 Praha 10

Tel.: 274 051 111 (ustdna).

Shrnuti kapitoly

V kapitole byly popsany nejvyznargsi linearni trendy ¢asovych fad vyuzivanych

v ekonomické praxi v kontrastu s nelinarnimi tren@®ale byly popsany zakladni principy
sezénnosti asovych fadach. Studenti byli seznameni se zakladni klasifik
nejvyznamgjSich metod viceroz#mné statistické analyzy. Byly shrnuty jejich zakiad
principy s dirazem na objasni zasadnich vyai u vybranych analyz. Posledfédst modulu
odkazuje studenty na internetové stranKgského statistickéhofadu, kde si mohou
individualré vyhledat stZzeni informace cinnosti této statni instituce a ra¥n o historii
statistiky na celosttové i tuzemské urovnicdetrné osobnosti spojenymi s problematikou a
historii statistiky.

Pojmy k zapamatovani:

Casovaiada, linearni trend, ifmka, parabola, hyperbola, nelinearni trend, expoida,
metody vicerozirné statistické analyzy, metody vicerazmé statistické klasifikace,
diskriminani analyza; shlukova analyza, metody analyzy korgétdn struktur

faktorova analyza; analyza hlavnich komponent;, ka&kd korelgni analyza, analyza
rozptylu, prefereéni analyza, T-test esky statisticky fad.

Ukoly k zopakovani a procvieni

Priklad 3.1.:

Mezi linearni funkce nepiit
a) parabola

b) hyperbola

c) exponenciala

Reseni: c
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Pri zpomalujicim se rostoucim trendu nebo naopékzpomalujicim se klesajicim trendu je
typickou funkci popisujici uvedeny trend:

a) piimka

b) hyperbola

c) parabola

Reseni: b

K popisu konstantniho sezénniho kolisani se p@jiziv
a) sezonni odchylky

b) sezdénni indexy

c) regresni koeficienty

Reseni: a

Priklad 3.2.:

Mezi metody viceroz#rné statistické klasifikace nepiat
a) preferenni analyza

b) diskrimin&ni analyza

c) shlukova analyza

Reseni: a

NejbezrejSim grafickym vystupem shlukové analyzy je:
a) polygon

b) histogram

c) dendrogram

Redeni: ¢

Preferedni analyza vychéazi z:
a) analyzy rozptylu

b) T- testu

c) X2 - testu

Reseni: a

Priklad 3.3.:

Cesky statisticky fad - centrala:

a) sidli v Brg

b) sidli v Praze

¢) nema sidlo, pracuje pouze on-line
Reseni: b

Mezi vyznamné statistiky piat
a) Thomas Korrel

b) Karl Pearson

c) Peater Cluster

Reseni: b

Ceské republika je z hlediska historie statistikyuXivani a rozvoje statistickych metod:
a) velmi zaostala, stejnako stedoafrické staty

b) na nejvyssi Grovni v celosovém srovnani

c¢) zhruba na urovni USA

Reseni: b
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Korespondewni ukol:

Vyhledejte na internetovych strankachiegné inicialy a data narozenijigadre amrti
zakladatele metody ANOVA.
Reseni: Sir Ronald Aylmer Fisher (1890 - 1962).

Hodnoceni

Kazda spravna odp&d nebo vysledek vypdu je hodnoceno jednim bodem.
Sebehodnocenim je Zadouci dosahnout alegf®o UspsSnost spravnych odpadi, vysledki
vypocta. Jestlize jste nedosahli poZzadovanégspsti, pokuste se zlepSitigstudijni
vysledek pozorgsSim studiem kapitoly, pdfpact se spojit s tutoremipdmeétu.

DalSi studijni zdroje
http://www.czso.cz/

B) Studijni opory pfedmétu MT 105 ¢ast MATEMATIKA
v kombinovaném studiu Vysoké Skoly hotelové v Prazenagistersky
studijni program vSech obori

Pravodce studiem matematick&asti piredmeétu MT105

Nize uvedeme iehled zé&kladnich poji jejich vlastnosti a pouZiti t&asti zaklad
matematiky, ktera je obsahentiednetu a kterou jeteba zvladnout pro ugpné vykonani
diléi zkousky. Probirand latka pak z&kladnim informacim, které byeémstudent vysoké
Skoly zvladat. Téma je v podstabtozné s obsahem skript.

Prvni modul

Zaklady diferencialniho gou. Skripta M 11, kap. 2. a 3.

Limita funkce Jedna se o zakladniitpm nar@ny pojem diferencialniho @tu a vibec celé
matematické oblasti nazyvané matematicka analyzfinide limity (str. 24, M Il) je
vyslovena v pojmech matematické logiky, coZ je dtadni postup. Pro &eni limity u
pocetre lehtich priklada vysta&ime s intuici, geometrickym nazorem, resp. s nurkgm
vypoctem (. 8, str. 23). Vyrokiim f(x)=A Ize giblizn¢ vystihnout slovy: Pokud s&slo x
neomezed# (stéle vice) blizi Kislu a (ptipad x=a pro nds nezajima!), potom se faénk
hodnota f(x) neomeze® blizi k limitg, tj. ¢islu A Struiné, pokud x - a, potom f(x) - A
Cislo A je ,mezni“ hodnota funkcef(x), pokud secislo x piiblizuje ¢islu a. V piipad
a=zxow, resp. A=+o, mluvime o nevlastnich limitachriBlusna definice vyZzaduje korekci.
Pokuste se vyslovit definici napvlastni limita v nevlastnim bédlim f(x)= A

Limita posloupnosti je speciélnintipadem limity funkce (vyslovte ji!).

Pozn.Stale sledujeme vyklad latky podléaloniho textu M 11, kap. II.

Jednoducha intuice, plynouci z definice, dée&eni nasledujicichriladi: Pokudn - «, pak
n-1 n? 1 1

. .. n-1
—— .1 (t. lim—==1); pokud n- «, pak = - =; pokud x - o, potom
n (@ gl n ) P n P 2n’+1 2+1/n* 2 P s P

- 1
X o; pokud x - «, potome* - 1.
X

X

Urgeni limit Ixir)gL:X:l lim = 1_1 uz vyzaduje hlub&i Gvahy (zabyvat se jimi nebudeme

jsou ale dlezité, protoZze slouzi k odvozeni derivaci funkgix, e*). Pro vypa@et limit
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funkci, které ziskame algebraickymi operacemi nigzkcemi, pouZijemedty o limitach (M

Il, str. 25). Limitou je definovan zakladni pojeniedencialniho pétu, tj. derivace, ktery ma
obsahlé pouziti vifirodnich ¥dach, v ekonomii apod.

Spojitost funkcekekneme, Ze funkcg = f(x) je spojita v bod a, pokud platilim f(x) = f(a);
vzdy predpokladame, Ze pladiD(f). Funkce f(x) je spojita v bod a, pokud z pedpokladu

x - a plyne f(x) -~ f(a). Funkce je spojita na intervalu, pokud je spojitéa¥dém jeho bad
Geometricky neni graf spojité funkcergpusen“. Elementarni funkce jsou spojité na svych
definicnich oborech.

Derivace funkceDerivace funkcey= f(x) v bod x - ozn&ime ji f'(x) — je dana limitou

(pokud existuje)lhipgw: f'(x). Jde o limitu neutitého vyrazu typu % (M 1l, str.

25). Derivacef'(x) je tedy ,mezni“ hodnotou zIomkM — coz je podil grastku
f(x+h) - f(x) funkce f(x) odpovidajici piristku h nezavisle prognné x pro h - 0.
Typickym piikladem derivace je zavedeni okamzité rychlostiuopahybujiciho se porfmce

v(t): v(t) =lim % (As ozna&uje prirastek drahy z&as At).

Dalsi dilezity piiklad z ekonomie: Mezni naklady; blize viz studigpiory fedmetu MTO003,
IS VSH. Vypaet derivaci gkterych elementarnich funkci &iei problém: Derivace linearni
kx+h)+q-(kx+q) _,

- .
Vypocététe (z definice!l) derivaci funkcex” pro n=23. Pro n=-1 (x#0) mame

funkce y=kx+q je lim

(lj = fim O 2 Xy =2 =L Odvodit derivaci funkci sinx, e, Inx je
X h-o h o x(x+h) X

viw s

Vypocet derivace budeme provddiZitim vzord tab. Il a ¥ty 3.2, M I, str. 33. Tyto vzorce

si musi student zcela osvojit; jejich pouZziti b§lonbyt samoizejmé.

w Z obr. 3.1
h k)

str. 30 (jde o prvni zakladni krok k pochopeni pojderivace). Snadno usoudite, Ze derivace

Geometricky vyznam derivadéromyslete si vyznam zIomk%z

f'(x) (jako mezni hodnota podil% pii Ax - 0) je rovna smrnici k tetny sestrojené ke

grafu funkce f(x) v bock [x f(x) Tedy f'(x)=k. Rovnice této t&ny je uvedena na str. 35
vzorcem 3.4, M Il. Grafy elementarnich funkci jsqbladké®, v kazdém bao# jejich
definiéniho oboru Ize sestrojitdau. Funkce, ktera ma derivaci, je spojita.

Aplikace derivacelLokalni extrémy funkci. Pojem lokalniho minima (nmaa) je nazorny
(viz def. 3.3, str. 38). Hodnuloh v ekonomii vede k nalezeni extrigfunkci (v obecjSim
piipact mluvime o optimalizaci — blize viz odst. 6.8 skifip I1).

Plati nasledujici &a: Ma-li funkce v bod a lokalni extrém (pedpokladame existendi'(a)),
potom f’'(a)=0. O bodech splijicich rovnici f'(x) =0 sefikd, Ze jsou ,poddelé” z extrému.
Déle, pokudf'(a)#0, pak extrém va nastava, a to: Je-li"(a)>0, jedna se o ostré lokalni
minimum, pokud f"(a)<0, jedna se o ostré lokalni maximum. Platnost rovni¢e) =0

v extrémnich bodech je velmi nazornag¢ehto bodech je tma rovnoldzna s osow.

Funkce monotonniPojem monotonni funkce jsme zavedli jiz fegnetu MTO003. O
monotonnosti funkce Iz&asto rozhodovat uzitim derivace: Napokud f'(x) >0 na intervalu
I, pak na | funkce roste (vice odst. 3.4, M II).&@ani této podky neni zcela trivialni.
L"Hospitalovo pravidloSlouZzi k vyp@tu limit neucitych vyraZi. Vice M I, str. 36.
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Funkce konvexni (konkavni), inflexni bo@efinice viz 3.5, M Il. Je-li funkce konvexni
(konkavni) lze rozhodnout pomoci 2. derivace,inapokud f"(x)>0 na I, potom je funkce
na | konvexni. V inflexnich bodech dochazi ke¢mintvaru grafu funkce z konvexniho na
konkavni. Jsou charakterizovany nutnou podminkog) = .
Uved'me: zrychleni je druh& derivace drahy potdsu. Pokud se zabyvame ekonomickymi
velicinami, pak kladna druha derivace znamena progregigh zaporna depresivni.
Priibeh funkce Priklad na piibéh funkce bude obsahemipgzného i kazdého zkouSkového
testu. Piib¢h funkce znamena tdnout graf funkce uzitim nasledujiciho postupu:

1. Urcit definiéni obor; stanovit zakladni vlastnosti funkce (suliéha, periodicka — pokud

existuji). Nalézt nulové body — {me&iky grafu s osou x“ — tedy naléztieSeni rovnice
f(x)=0.
2. Aplikace 1. derivace: Nalézt lokalni extrém (nuti&Sit rovnici f'(x)=0!), intervaly

monotonnosti, vypditat limity v krajnich bodech defiéimiho oboru (L’Hospitalovo pravidlo].
Stanovit obor hodnot.
3. Aplikace 2. derivace: Intervaly konvexity (konkawitinflexni body feSit rovnici f "'(x) = 0).

Uved’me déale néeSené ulohy, které budou séasti pribézného i zkouskového testu
ax

x> +b

Patetrg jednodussi fiklady: y=ax’ +bx+c, y=ax’ +bx y=ax’ +bx’; y=ax+E; y=
X
abcOR

pro

x? e* X . e In x ] In x
; y=—; y=—; y=xe”*; y=xe*; y=—; y=xInx, y=—.
X € X

x-1' Jx

DalSi ulohy:y=

NumerickéreSeni rovnic f(x)=0. V sowasné dob vykonnych pditact maji numerické
metody velky vyznam pro aplikaci matematiky v praxi
Zminime Newtonovu metoduden pro rovnici typuf(x)=0. Typické jsou d¥ tiidy téchto
rovnic:

a) Algebraické rovnice stugB a vysSiho, nap x® -3x+1=0.

b) Transcendentni rovnice, nag™ - x=0.

Tyto rovnice nelze obeértesit analogicky (vzorcem) jako nagxvadratickou rovniciResi se
priblizné — numericky. Metoda je podrobmopsana v odst. 3.4.7, M 1l. Numerickékpady
nejsou obsahem pisemnych praci, ale u stiideotadujicich lepSi klasifikaci se pozaduje
popis principu této elegantni metody.

Druhy modul
1. Integral a jeho aplikace. 2. Funkce dvou p&anych, jejich grafy parciélni derivace. Extrémy

funkce dvou prornnych, metoda nejmenSiciveral. 3. Kontrolni test (30 min.). Ukazka
kontrolniho testu:
a) Nactrtnéte graf funkcey = 2x° - 6x uzitim 1. a 2. derivace.

b) Spatéte ukity integrél }(ex -1)dx, jaky je jeho geometricky vyznam?
Ukolem 2. sousedsni bude pochopit definici a uthaplikovat utity integral; zejména bude
podrobré objasgna Newtonova formule a vztah mezéitym integralem a primitivni funkci.

Budou probrany zakladni metody vypo primitivni funkci a z@vodrén geometricky
vyznam utitého integralu pro vypiet obsahu ploch. Udame jednoduchéfijklady (budou
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spaiteny na sougedini a budou analogickéfiladim z testu):f(xz +1)dx, }e’*dx, fsinxdx

V2 4 1 el
[(2-x*)dx, [—=dx, [=dx
0 14/X 1 X

7

Druhy modul
1. Integral a jeho aplikace. 2. Funkce dvou pgonych, jeji graf, parcialni derivace. Extrémy

funkce dvou prorgnnych, metoda nejmenSictverai.
2. Kontrolni test (30 min.). Ukazka kontrolniho test). n&rtnéte graf funkce y=2x® - 6x

uzitim 1. a 2. derivace.

3. Spditéte ukity integral }(e* -1)dx; jaky je jeho geometricky vyznam?

Ukolem 2. sousedni bude pochopit definici a ufhaplikovat ugity integral; zejména bude
podrobré objasgna Newtonova formulace — vztah mezkitym integralem a primitivni
funkci. Budou probrany zakladni metody vypo primitivnich funkci a z@irazren

geometricky vyznam ditého integralu pro vyptt obsahu ploch. Udame jednoduché

piiklady (budou spéteny na sousgedni; jsou analogickéifklada z testu):f(x2 +1)dx, }e‘*dx

o N s 41 el . . , . . p . x>
[sinxdx [(2-x*)dx, [—=dx, j;dx Ukolem je vypgitat integral a n&tnout obrazek, jehoz
0 0 14/X 1

N
plosny obsah je dantiglusSnym integralem. V zé&w bude zminka o nevlastnim integralu;
budeme jej pdtbovat v dodatku opor. O nevlastnim integralu ntheviv fipack, pokud je
bud’ integr&ni obor, nebo funkce naém neomezena (resp. kombinace obojiho). iNap
fedx T%dx, Tx—lzdx iLdx Pozaduje se vypet neviastniho integralu \Hpads, kdy Ize

0 0 1 04/ X

%
uréit zobecrknou Newtonovu formuli:T f(x)dle/jglf f(Xdx=F() - F(a), kde tedy F(w)
oznauje limitu funkce F(A) v nekonénu. Je-li F(«)OR, fikame, Ze je integral konvergentni.
Napt. fe"dx=[-e*] =F(w)-F(©0) =1

Zminka o funkcich vice prognnych, jejich grafech, parcialnich derivacich &fegxtrémech
ma& pouze informativni charakter; nede@métem zkousky. Tmito pojmy lze popsat princip
metody nejmensicétveraq.

Tieti modul

Linearni algebra. Pojmy linearni algebry jsou p&sinu studenit nové, pondrné abstraktni;
je treba jim \¥novat paticnou pozornost. #tom linearni algebra ma Siroké upl&tin

v aplikacich na praktické vypty.

Nasledujici text je pokus o zcela jednoduchy a mdzayklad zmisobuieSeni linearnich
rovnic uzitim matic. Pojmy nasobeni matic, hodrnostice, ekvivalence Ize nalézt v kap. 6
skript M 1l. Jednim z velmi @ezitych a narénych pojmi je linearni nezavislost (odst. 6.1
skript); je nutné mu&novat nalezitou pozornost.
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Soustavy linearnich rovnic

Linearni soustava m rovnic pro n neznamych je toto:

aq Xt aXyt +a1nxn:b1
Gt it tayx,=h aj. bR
_ X: ... neznamé
a Xt a Xyt +amnxn—bm 1
Oznacime-li:
Ax=b
ar 92 v 9 b X
e ag] Cl2.2 a2.n 5: b.2 NES ?oaut:t:g\\/,yy zapis
- - . . : x: .
Tl “m2 7 %mn bm . A matvp
n -,
matice soustavy vektor pravych vektor b ma typ
stran nezndmych .
x ma typ
Priklad: dw& rovnice o tech neznamyc vektor pravych Vektor
stran neznamych
2x+3y-z=2 N
x+y-2z=0 b = 2 X
0 X=|y
z
23 -1
A= L 23 -1 X112
11 -2 X=
112 Y110
matice soustavy /

nasobeni matic
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Méjme tedy soustavu A4¥=b

Potom Fikame:
kdyz je m#n, je to soustava obdélnikova

kdyZ je m=n, je to soustava ctvercova

Dale:
kdyzJe -0  je to soustava homogenni
kdyZje 5.9 je to soustava nehomogenni
Reseni soustavy je takovy vektor )‘;

Ze kdyZ jeho souradnice do soustavy dosadime za neznamé ,
soustava je spinéna, tedy _
Ay=D>.

2xy=2 Redeni je jasné x=1, y=0. Cili

X+y=1

je vektor reseni:

KdyZ ho do soustavy dosadime, Je spinena...
Matice

i zkracené

a ... a

11 In bl Z 4 5
a ven a =
A= 21 77 T | %2 (4b)
se nazyva rozsirena matice
_aml eoa, bm_ soustavy
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_ Existence reseni L, 7

bud’ n polet neznamych

I I a hodnost matice h(A)=h

ma vzdy feSeni

ma FeSeni, jen kdyz

¥=0 plati tzv. Frobeniova véta:
Dale pak plati Soustava Ax=b ma fedeni pravé kdyz plati;
pro oba typy
soustav: _
h(A)=h(A).

1. je-li h=n, soustava ma jen jedno Feseni.

2. je-li h<n, soustava ma nekonecné mnoho feseni,
pfitemz pocet linedrné nezavislych je n-h,

vSechny ostatni se z téchto daji vytvofit pomoci
linearnich kombinaci

Homogenni soustavy

Konkrétni postup prfi hledani vsech feseni je zase to znamé

davani nul pod diagonalu... Tedy:
a) homogenni soustava Ax = 6
1. ma vzdy reseni )_5 -0

2. vypocteme hodnost matice Soustavy h(A)=h

3. Je-li h=n ... po¢tu neznamych,
ma soustava jenom to jedno feseni a zadné jiné!
4. Je-li h<n, ma soustava nekonecné mnoho reseni.

Pro snazsi feSeni ji napiSeme v HT tvaru, ktery je s
plvodni soustavou ekvivalentni.
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Schematicky pak vypada soustava takto:

n
. - Potom:
h —_— n-h neznamych zvolime
— U —
za parametry (ty budou
u nezavislych reseni)
——
n-h a dame ¢leny s nimi na
druhou stranu...
h
—

z takto vzniklé soustavy
vypocteme jednoznacné
zbylych h neznamych

-
Il

jako kombinace téch
zvolenych za parametry.

Soustava je v HT tvaru, na diagonale nejsou nuly.

Z posledni rovnice spocitdme posledni neznamou,

tu dosadime do predposledni rovnice a z ni vypocteme
predposledni neznamou,

atd. az k prvni neznamé...

Tomuto postupu se nékdy fika
zpétny chod...

Parametry jsou libovolna realna Cisla,

reseni je tudiz nekonecné mnoho...
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X+2y+2z=0 Je jasné ze reSeni jsou

x+3y+4z=0 x=0, y=0, z=0.
X -27=0 Vypoctéme h(A):

1 2 2 h(A)=2=h
1.3 4 neznamé

Protozeh < n, mamenekon&né mnohotesen;
volimen —h =1 neznamou za param

Sou

—> x4t=-2t —> x=2t

Sy=-2t

x=(2t,—21,1), teR

Zvolime 7=t R ,dame Cleny s t na druhou stranu

a udélame zpétny chod..

PY.: H , ;
X+2y+32=0 omogenni soustava,
ma vzdy reSeni x=y=z=0
2X-y+2z=0 4
X- y+ 2=0 Jde vzdy o to, zdqd ma i jina....
To zaleZi na tom, jpkou hodnost
ma matice A...
123 1 2 1 23
22 = |o-s- ~ |0-5]4 h(A)=h=3
t-ii 0-3-2 0 (-2
pocet neznamych n=3, h(A)=3, tedyfh=n....
Soustava ma tedy jen jedno feseni a to to nquvé.‘

Pro zadnou trojici nenulovych cisel soustava neni splnéna....
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Nehomogenni soustavy

—

b) nehomogenni soustava Ax=>b

1. ma feSeni pouze tehdy, kdyz plati h(A) — h(Z)
Vypocteme proto hodnost rozsifené matice soustavy,

z ni uréime hodnost matice A a rozhodneme, zda plati .

Rovnost neplati, jestlize ma rozsifena matice radek, ktery
je cely z nul az na posledni misto,

které odpovida sloupci pravych stran...

(0, 0, ..., O|nenula)

Kdyz rovnost neplati, soustava nema zadné reseni
a jsme hotovi.

Pr.: ReSme soustavu

X+2y+3z=1
X-y +2z=0 Spoctéme nejdriv hodnost rozsirené
X+5y+4z=-2 matice:
'1231_'1231' 12 3|1
11 20| e (031 | &[0 (A) =3
154 |-2 03 1f-3 000}
| ] L | -

h(A)=2

h( A) + h(Z) —  soustava nema Zadné Fedeni
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Kdyz plati rovnost h(A) . h(Z) iy A
postupujeme stejné jako v homogennim pripadé:
2. Je-li h=n ... poctu neznamych, ma soustava jenom

jedno reseni tentokrat nenulové. &ili jeden pevny vektor...

Soustavu napiSeme v HT tvaru

a zpétnym chodem spocitdme vSechny neznamé,
pocinaje posledni..

Pf.: Re$me soustavu x+2y+3z=1
Spoctéme hodnost X+y +2z=0
rozsifené matice: X+5y+z=-1
1123 (1] [1 23] 1] 2731
4 - - 0-1 -1 -1 —
112 | o|lx [OF-1f 1| 5 h(A4)=3
151 | -1 0 3-2] -2 0 0 -5 -5
A h(A)=3
h(A):h(Z)::; — soustava ma reSeni h(A)=h=n=3
feseni je jenom jedno, jedna trojice Cisel. Napisme ji v
HT tvaru
X+2y+3z= X=-2
tB\:]Iii a udélejme zpétny chod...
0

y=
\i
5 & z=1

Redeni: 56':(_2 (), 1)
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3. Je-li h<n, ma soustava nekonecné mnoho reseni.

Postupujeme Uplné stejné jako v homogennim pfipadé:
n
n-h neznamych zvolime
za parametry (ty budou u téch
nezavislych reseni)

a dame ¢leny s nimi na
druhou stranu...

z takto vzniklé soustavy
vypocCteme jednoznacné
zbylych h neznamych zase
zpétnym chodem...

budou to kombinace téch
zvolenych za parametry.

Parametry jsou libovolna realna Cisla...

reseni je tudiz nekonecné mnoho..

PF.: ResSme soustavu

X+y+4z=3
xy=1 Spoétéme hodnost rozéifené
3x- y+42=5 matice:
4
11 ap3|i] [r14 3 7 [Ft 43
11 ol 1 z 0-2 -4 -2 ~ 0-2 4|2 h(Z):2
3145 0 -4 -8| -4 0 0 0[O0

A h(A)=2

h(A)=H(A) h =2 = soustava ma Fedeni,

volime n-h=1 ..jednu neznamou

v
7e h<n ... ame i
a protoze h<n ...3 nezname, jako parametr,

stejné jako u homogennich soustav
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Napiseme zase soustavu v HT tvaru 11 4]3

3 ‘ x+yH 43=[3
{4l 0lo o ofo

Zvolime z=teR
— dame Cleny s nim na druhou

) M stranu a udélame zpétny chod
2 3|4 4t
\
F-at E\yzl—Zt
2 ‘ =

I X=3-4—~(1-2%)= 2

Regeni je tedy |:> x=(Q-2, 1-2%, 1), teR

Posledni poznamka k feseni soustav:

At je soustava homogenni nebo nehomogenni,
a ma jakykoliv rozmeér,
zpétny chod se déla vzdy pro Ctvercovou soustavu

ktera ma rozmér h X h!

ReSeni soustav uzitim Cramerova pravidla a daliodyetinearni algebry nalezner
v dostaténé mfe ve skriptech M |
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Ukazka zkouSkového testu; obsahujeptiklady: Paibéh funkce, ukity integrél, soustava
rovnic.

1. Uzitim 1. a 2. derivace nakreslete graf funlgceg +§.

2. Vypoctete fldx; nartnéte obrazec, jehoz plosny obsah je dan timto integra
1 X

X -y —z=-]
3. Reste soustavu x+2y —z= 2,
- X +z= 0.

Dodatek V dodatku budéten& seznamen sékterymi pojmy pravdpodobnosti a statistické
indukce; jejich znalost umoZzni vice poroztinprincipim probiranych metod ve statistické
¢asti grednmetu MT105. Vyklad navazuje na odstavec 7 skript M I.

Nahodna vetiina X(«) je realna funkce definovana na mn@&zm elementarnich jav«0Q.

Budeme se zbyvat pouzéipademspojitého rozdleni pravé&podobnostiveliciny X.V tom
piipadt je mnoZina Q@ nespdetna a nelze iradit prav@podobnosti jednotlivym
elementarnim jeym, ale pouze prvkmn jistého systému podmnozZinOQ takovym, Ze obraz
kazdé mnoziny X(a), «OA je interval. Pravépodobnost ma vzdy vlastnosti uvedené

v odstavci 7.2.2 skript M |, zejména plat P(A) <1

Spojité rozdleni pravé&podobnostiNahodna vetina ma spoijité rozfleni pravépodobnosti,
pokud existuje funkcef(x) (kterd se nazyva hustotou pr&pddobnosti) takova, Ze plati
F(x)= j f(t)dt. Touto formuli je zcela popsano r@ehi pravépodobnosti nahodné véiiny
ve spojitém  pipack. Plati totiz  (vlastnost  ditého integralu)  vzorec
P(a< X sb)=? f(Ydx=F(b)- F(a), ktery kazdé podmnozn z uvazovaného systému

podmnozin zQ, kterd se funkcix zobrazi na interval,iffazuje jeji pravépodobnost.
Kvantily nahodné vefiny. 10ar % kvantilem veléiny X s distribéni funkci F(x) je ¢islo X,
definované vztahenP(x < X,)=F(X,)=a. Casto se volia =095 U konkrétnich rozéleni
existuji jisté odchylky od této definice; jeba je vzit naddomi.

St'edni hodnota E(x) n&hodné vetiny X shustotou f(x) je ¢islo dané vzorcem
E(X) =[xf(¥Ydx Analogicky jsou definovany dalSi charakteristikglitiny x, nag. rozptyl
D(X). )

Normalni rozdleni. Nahodna vetina X m& normalni rozgleni (ozn. seN(u,0?)), pokud jeji
hustota pravépodobnosti je dana vzorcem na str. 80 skript Midla x, o® jsou parametry
rozckleni. Plati: E(X)=x, D(X)=0c°. Lineérni substitucex, =¥ (viz nize poznamka o
transformaci nahodnych veéin) prevadi nahodnou veéinu X s normalnim roz&lenim
N(u,0®) na normovanou nahodnou wétiu X, s roza&lenim N (0,). Vzorec pro distribéni
funkci rozdéleni N(0,1) je uveden na str&n80 skripta M |. Hodnoty této funkce i hodnoty

kvantila, které se oznu,, lze nalézt v tabulkach, resp. mnoha statistickgobgramech a

tabulkovych procesorech. Z vySe uvedeného vzorgmepldilezity vztah pro normalni
rozckleni

Plas< X <h)=F(b) - F(a)qu(b‘ﬂj_q,(a—ﬂj_
g g
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Transformace nahodnych w#h. Je-li G(x) realna funkce X nahodna vetina, potomG(X)

je opst ndhodna vetina. Tedy vySe uvedena linearni transformax:@=¥ prevadi

normalni rozdleni N(x, ¢*) na normované normalni roddni N (0,7. Transformacex =iny
pievadi vekinu Y slognormalnim rozflenim LN(x,0°) na velginu X snormalnim
rozcklenim N(x,0°). Nahodna veliina y* =U? +U? +..+U?, kde U, jsou nezavislé nahodné
veliciny s rozélenim N (0,1, se nazyvay’-rozcleni or stupnich volnosti. Nalézt analytické

vyjadieni jeji hustoty pravipodobnosti vyZaduje hlubSi matematicky aparat. teodn
kvantili jsou tabelovany.

Testovani hypotéBud H, nulova hypotéza, o které ma test rozhodnout, zg@#jjmame
nebo zamitame. Z pravidla se k hypotézgvoli alternativni hypotézad,, kterou zargers
piijmeme, pokud test hypotézu, zamitne.

Priklad: Bul’ ¢ stredni hodnota zakladniho souboru, kterou neznamstujéene hypotézu
H,: u =y, oproti alternati¢ H,: u# u,.

Je k dispozici ndhodny vg¢bze zakladniho souboru, ze kteréhodspme vykrovy protjSek
sledované charakteristiky zakladniho souboru.fi@tp (zamitnuti) hypotézyd, rozhodne
testovaci kriterium (statistika); pokud hodnotatistiky padne do oboru fjjeti, H,
nezamitdme, pokud padne do kritického oba#y,se zamita aifjima H,. Obor gijeti a

kriticky obor tvai disjunktnic¢iselné mnoziny, oddlené kritickou hodnotou testu. Statistika je
nahodna vetiina, ktera pi platnosti H, ma jisté rozdleni pravépodobnosti. MozZné jsou dv

situace
a) Test zamitne hypotézH , i kdyz je pravdiva — mluvime o ch§b. druhu. Pravépodobnost

jevu P(zamitameH ,/ H, plati) se ozn&uje a, nazyva hladinou vyznamnosti a lze fedem
zvolit (obvykle 0,05).

b) Test gijme hypotézuH,, i kdyZ neplati; jde o chybu 2. druhu. Stanovit avdpodobnost
B=P(H, prijimame/H, neplati) je problematické€lislo 1- 8 se nazyva silou testu.

Ocekavany vysledek testu ma byijeti hypotézyH,; pokud tato situace nastartkame, Ze
hypotéza H, obsahuje statisticky vyznamné tvrzentipBd, kdy H, plati je tudiz malo
pravdpodobny; jeho pravgbodobnost udavéslo a.

Sestaveni testovaciho kritéria ukdZzeme na jedn@shachle typickém ipklade.

M¢jme k dispozici ndhodny v x, x,,....x, ze z&kladniho souboru s r@sehim N(y,o?).
Predpoklddame, Zeu je neznamé, ales® je dano. Testujeme hypotézd, : u=y, oproti
alternati¥ H,: u# y,. Ozna&me x vybsrovy primér a zvolme hladinw. Je &elné hypotézu

H, zamitnout, pokud vzdalenogisel x a y, presahne jistou mez, kterou stanovime z dané

i

, - — , P, , . n — ,
hodnoty a. Je znamo, Zex m& normalni roz&leni, a tedy vetina U =7(x—,u0) ma za

predpokladu platnostH, rozctleni N (0,2. Pro jeji kvantilu,,,, plati PU >u,,,)=a. Pokud
tedy za hledanou statistiku testu zvolimeje vyraz vlevo pravgpodobnost chyby 1. druhu a
kvantil u,__,, kritick& hodnota testu:

Jn

Pokud pro dané& a , p|atl'7n(;(—,uo) >u,,,,, hypotézuH, zamitame.

1-al2
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