Vyuka piedmétu MT0O03 Statistika v kombinovaném studiu.

Predntt MTOO3 sestava ze dvotésti, a to statistiky a elementarni matematiky.
Vyuka, studijni opory a dil zkousSky obowasti gedmétu jsou na sob nezavislé. Forma
atestace zfedmeétu MTO03 je celkova zkouSka (6 krei)it ktera je souhrnem dikth

zkousek.
Garant: Ing. Sylva Skupinova, Ph.D.
Prednésejiciing. Sylva Skupinova, Ph.D., Doc. RNDr. MiloslaxaMc, CSc.

Vyuka probih& verech sousgednich, celkem 16 hod., z toho 8 hod. statistikah@@.

matematika.
Obsahova naph matematickééasti predmeétu:

1. Vybrané kapitoly z elementarni matematiky — vyrokyoziny, algebra realnydiisel,
rovnice, nerovnice, realné funkce — zakladni viastin funkce elementarni.

2. Zavedeni pojmu derivace a integralu, jejich aplé&ac

3. Elementy pravépodobnosti.

Studijni literatura:

Z&kladni

Malec, M: Elementarni matematika. VSH, Praha 2007.
Doporucena

Karika, M., Henzler, 3. Matematika pro ekonomy.
Ekopress, Praha 1997.

Hindls, R. a kol. Statistika pro ekonomy.

Professional Publishing, Praha 2007.

Cile vyuky matematickééasti:

Ukolem vyuky matematiky na vysokych 3kolach ekorek@&ho a technického
zantieni je jednak rozvijet logické a analytické mySletidenta a dale poukazat na moznosti

aplikace matematiky ip kvantitativnim popisu zakonitosti wznych ekonomickych
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disciplinach a statistice v rozsahu, ktery secujei na VSH. Cilem vyuky matematickésti

prednetu jsou nasledujici oblasti:

a)

b)

Stanovit rozsah, zopakovat d@igadné rozsit tu cast elementarni matematiky, jejiz
znalost je nezbytna ve vyuce ostatni¢hdmeta ekonomického zadiieni a statistiky.
(S touto problematikou se student jiz setkal prkitina vSech typechistdnich Skol.
Jedna se tedy z velkasti o opakovani latky zeretini Skoly. V dostat®iém rozsahu je
poZadovanédivo obsazeno v kap. 1, 2, 3 a 4 publ. (Malec, 200&le jen skripta.
Seznamit studenta s pojmem derivace a integrdijieh japlikacemi. Zde je situace
slozitsjsi. VétSina studerit VSH se sdmito pojmy na sedni Skole nesetkala, jedna se o
obtizrgjSi latku vyZadujici hlubSi gaso¥ narainé studium. Bhlédneme-Ili k zarreni
studia na VSH a hodinovému rozsahtegnetu, je nutné volit intuitivni fstup
k vykladu latky zaloZzeny na nazorném probirani yatik jednoduchych moznostech
aplikace. Wivo je obsazeno v kap. 5 a 6 skript.

Elementy prav&podobnosti. Probiranéc¢mo je matematickym Gvodem ke studiu
statistickych metod, probiranych ve drutésti grednétu, ale i gredmetu Kvantitativni
metody ve studiu magisterském. K vykladu popisnéatisgtiky postai partie

z elementarni matematiky. Pokud se ale maji vyladgspa zakladni metody
matematické statistiky, na&p popsat vlastnosti vy@ovych charakteristik, testovat
hypotézy, studovat statistické zavislosti nahodmyelitin, pak se nabizi dvmoznosti:
Uvedené metody jen form&@mpopsat (bez odvozeni a uziti matematiky) — pakréze
nastat situace, Zefipformulaci metody je uzito ndp pojmu ,kvantily normovaného
normalniho rozéleni“, kde vyznam daného souslovi neni studentosnz Druhou
moznosti je nejzakladjsi pojmy vylozit. Proto je ve skriptechizaena kap. 7, kde je
diskutovana prawgpodobnost nahodného jevu, jeji vlastnosti a infaenatom, co je to
nadhodnd vetina a distribdni funkce. Pozornost jeémovana normalnimu rozteni,

které ma rozsahla uplatni v aplika&nich oblastech.

V kombinovaném studiu je kladen zasadniraz na samostatné studium (viz

metodicky list pedmétu MTO003). JednotlivA sousitkni odpovidaji uvedenym odstavn

obsahové napinpredmntu.

Vyklad latky ve skriptech je nazornyjmhz je kladen na zakladni pojmy a jejich

aplikaci. Publikace obsahuje dostat@§enych fkladi. Fri jistém asili zvladne probirana

témata s Usfchem velk&ast studerit



Zpusob owieni znalosti studend je nasledujici:

1. Po skowreni prvniho soustdéni prokEhne vstupni test z matematiky v rozsahu vyuky
probiraného na&siné sttednich Skol (25 min.).

2. Na konci druhého sousikni se piSe mbézny test (30 min.). Bude obsahovat
jednoduché fiklady na aplikaci derivace a integralu.

3. Po ukorteni tetiho sousedni se lze fihlasit na zagrecny test (45 min.). Terminje
k dispozici mnozstvi, neni nutné skladat zkouSkuypnanich terminech. Lépe je zazit
probiranou latku a ponechat si dostataku na procépvani. Ukazka teétje uvedena

v oddile zabyvajicim se studijnimi oporami.

MM s

Vysledky test budou vzdy v imétenéméase k dispozici na inforniaim systému VSH.

Nakonec prothne ustni zkouSka (cca 15 min.), kdéednttem diskuse bude
zawrecné posouzeni analytického uvazovani studenta. ¥yalélasifikace je stanovena na

zaklad hodnoceni tesita ustnicasti zkousky.

Dotazy a diskuse k vstupnimu aup¢Znému testu séeSi na konzultacich, resp.
pomoci informaniho systému VSH. Konzultace se konaji dvakratdydoba konani je vzdy
k dispozici na informénim systému Skoly. @raz je kladen na samostatné studium. Uvedena
skripta obsahuji probiranou latku a jsou svym obsaldostaténd. K hlubSimu studiu je
uvedena dopotiena literatura. Jedna se d@ebnice matematiky a statistiky dlouhodob

uzivané na VSE Praha.



Pravodce studiem matematick&asti predmétu MT0O03.

NiZe uvedeme fghled z&kladnich pojin jejich vlastnosti a pouziti t&asti zaklad
matematiky, kterd je obsahentiedn®tu a kterou jeteba zvladnout pro ugpné vykonani
dil¢i zkousky. Probirana latka pak zakladnim informacim, které byeémstudent vysoké

Skoly zvladat. Téma je v podstdabtozné s obsahem skript.
Ad 1.Vybrané kapitoly z elementarni matematiky— viz skripta, kap. 1, 2,3a 4

Vyrok, vyrok sloZzenyJedna se o elementy matematické logiky. Je nutedaz

rozumet logickym operacinV, A, =, © mezi déma vyrokyA aB.
Napr. formulaci: pro libovolna realnéisla a a b plalbkb=0< a=0V b =0; je-li
b+0, pak%= 0o a=0.

Mnozina, operace s mnozinamDzna&eni nap. a € M.

Algebra realnychéisel. Samozejmosti je poitani se zlomky, kde je nutné mit na
panti, Ze% = 0,% neexistuje. Dale fge miliarda, 10 = # je ¢islo blizké nuleg® = 1. Pro
a# 0 platia™ = ﬁ n e N. Znéat definicen-té odmocniny a vzorce pro §itani s mocninami a
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odmocninami, tj3/a = an, je-li a> 0, pak rovnice¢ = a matresenix = ++/a. Statistick&ast

predpoklada znalost péiani se sumamim symbolend: a; +a; + ... +a, =Y, a,. Ziejme
plati iz, (a; + by) =Xiia; + X1 by, Xieica; = c XL, a;.

Priklad. Jsou dany dva soubory dat;, x,, ..., x,), V1, Y2, ..., ¥n). Jejich kovariance
je dana vzorcemov = %Z?zl(xi — X).(y; — ¥), kdex ay jsou jejich aritmetické imery.
Upravou dostavameov = S, (x;yi — £yi = %y = £9) = 750y %Yy = ¥y Vi -

% o x + %f}‘/ =YX y; — Xy, tj. vypatovy vzorec pro kovarianci.
Realné funkce Definice funkce, jeji defikni obor — zapiy = f(x), x = f(x).

Konstrukce bodux, f(x)],x € D(f) v sodadném systému. Graf funkce, obor hodnot
H(f). Kazda pimka rovnolsZn& s osoly, ktera prochéazi na osetislemx, € D(f) protina

graf funkce pra¥ v jednom bod.



Elementarni funkce. Jedna se o zakladni funkce, které secasdji vyskytuji
v riznych aplikacich, kde lze pozorovagjakou funkni zavislost mezi sledovanymi
velicinami. Elementarni funkce jsou dany jednoduchymlydickym tvarem, tj. vzorcem,
jejich hodnoty jsou zakladni vybavou matematickpcbgrant, Ize je nalézt na kalkulatoru.
Jedna se o funkce linearni, polynomick&gpkvadratické), lomené, mocninné, exponencialni
a logaritmické. Jejich grafy jsou ve skriptech useygl na str. 26 az 2&(f) a H(f) téchto
funkci je Zejmy. K ndzvu elementéarni funkce musi student @jatwvzorec a graf, ktery by
mél umgét (priblizné, ale vystizg) v sodadném systému tenout od ruky. Potiz&ini

zejména funkce logaritmicka, o které se vice zméninmesla inverzni funkce.

Tedy nap. vzorecy = a*, a > 0,x € R je predpis pro funkci exponencialni. Jeji

graf proa > 1 viz str. 27. Nakreslete si graf této funkce pr<a < 1.

Vzorecy = x¢ predstavuje funkci mocninnou.
Nap:. proa = %dostévémg/ = /x, D(f) = (0,),
Proa = %mémey = VYx,D(f) = R.

Grafy ®chto funkci viz skripta, str. 26.

Operace s funkcemiJsou-li dany d¥ libovolné funkcef (x) a g(x), Ize mezi nimi
definovat algebraické operage+ g, f. g, i. DalSi operaci je skladani funkeai: — f(g(x)).
Vzdy v konkrétnim fipact je nutné stanovit defitini obor vysledné funkce. Ziskame jej
feSenim fislusnych nerovnosti — viz skripta, kap. 4. Napalézt D(f) sloZzené funkce
y = lni—: vede naeseni nerovnos%i:r—i > 0. Nalezréte feSeni této nerovnosti. Jsou-li zadané

funkce f(x), g(x) elementarni (zakladni — viz vySe), fpat funkce ziskané uvedenymi
operacemi kertdé funkci elementarnich, které jsou dany analytickfymazem — vzorcem.

Nap. funkcey = log?x je opst funkce elementarni.

Sudé a liché funkceDefinice €chto pojmi (vyjadiujicich symetrii) je nutné spoijit
s grafickym vyjadenim. Rozumime zapisii: g je suda (naifslusném defirinim oboru)e
jsou-li ok sudé nebo liché. Podobné #dwvlze winit i v dalSich operacich. Napfunkce

y = x + = je licha naR — {0}.



Monotonni funkce. Tento pojem zahrnujétyii podmnoziny funkci monotonnich, a
to: rostouci, neklesajici, klesajici a nerostodato vlastnost lze pséat uzitim nerovnosti.

Funkcey = e* je rostouci n&, funkcey = e je naR funkci klesajici. N&tnéte si jejich

grafy.

Periodické funkce.Funkce je periodicka, pokud existuggsio p > 0 (volime to
nejmensi) takove, Ze plgt(x +p) = f(x).
Funkcey = sin x je licha a ma periodr,
y = tg x je lichou funkci a ma periodu

Prosté funkce.Funkcey = f(x) je na mnozid M c D(f) prosta, pokud pr@(f)
platix, # x, © f(x;) # f(xy).
Funkcey = e* je naR prosta,H(f) = (0, ).

Inverzni funkce. Kazda prosta funkcer = f(x) definuje novou funkci, ktera se

nazyva inverzni a oztiaje se symbolenfi~1. Plati pro ni pedpisy = f(x) © x = f~1(y).
Graficky viz skripta, obr. 3.11, str. 36.

Funkcey = 10* je prosta, k ni inverzni funkce se ozu ,log", tedyy = 10* &

x =logy,y € (0,). Dosazenim ziskavame= 10'°8Y, coz Ize popsat slovy:

Dekadicky logaritmus kladnéhtslax pri zakladu 10 je takovéislo, kterym musime

umocnit zaklad 10, abychom dostalivodni¢islo x, tedy nap. log 100 = 2, log% = —1.

Pokud sestrojime grafyipodni funkcef(x) a inverzni funkcef ~!(x) do jednoho
sodadného systému (nezavisle prgmou vynasSime v oboufipadech na osw), pak

zjistujeme, Ze oba grafy jsou symetrické podienky y = x.
Analogicky platiy = e* & x =Iny, kdecisloe zn&i Eulerovu konstantu.

Bezpodmineéné se vyZaduje znalost vzdrc popisujicich vlastnosti logaritim viz

skripta, str. 29. Logaritmovanim vyrazlp'°8* = x (pirozenym logaritmem) ziskavame

dulezity vzoreclogx = l:’—fo Tentika, Ze dekadicky logaritmus je nasobkefitgzeného —

viz skripta, str. 27.



Priklad. Veli¢ina R zavisi nataset exponencialét R(t) = Rye’t, kded > 0 je dana
kladna konstanta®, = R(0). Spaitejte dobu (ozname ji T), pri které bude hodnota véiny
R(t) dvojnasobné oproti hodriot ¢aset = 0.

Plati tedy2R, = Rye*t, odkudT = lnTZ Nartnéte graf této funkce.

Posloupnost.Posloupnost aritmetickda a geometricka (viz doddtetohoto textu),

geometrick&ada.

Rovnice.ReSeni rovnic, Gpravy rovnic. Rovnice o jedné nezhana tvarf(x) =
g(x), kde f a g jsou dané funkce. Uvedenou rovnici Ize anulovapiavést na tvah(x) =
f(x) — g(x) = 0. Uvédomte si geometricky vyznaieSeni rovnicef (x) = 0. Jeji kaeny
se nazyvaji nulové body funkgea jsou to body, ve kterych graf této funkce prétiresp. se

dotyka) oswx.

Resit rovnici f(x) = g(x) geometricky znamena nalézové sotiadnice piseiki
(resp. dotyky) graf funkciy = f(x) ay = g(x). Klasickym gikladem je Gloha z ekonomie,

kdy jde o nalezeni rovnovahy mezi nabidkou a pduayv

Student bude bez problénun¥t feSit rovnice linearni, kvadratické (v realném oboru
a jednodussi rovnice iracionalni exponencialnigatiomickeé (@ip. goniometrické). Probléemy
nebudeiinit feSeni soustavy dvou rovnic lineérnich, linearnvadkatické. Poznamenejme, Ze
feSeni vdech zde uvedenychityvnic Ize nalézt v kap. 4 skripkeseni &hto rovnic Ize

vzdy ziskat analyticky (vzorcem), pouZzitim Upravnize a z vlastnosti elementarnich funkeci.

Poznamenejme, Ze ne vSechny rovnice Iz&diy uvedenym postupem. Tak hap
rovnici x3> — 3x + 1 = 0 (coz je kubicka rovnice) nebo rovnieg + x —2 = 0 (rovnice
transcendentni) lze wgSit pouze fblizn¢ uzitim numerickych metod. (O tom vice

v magisterském studiu.)
Uloha. Nalezréte piiseiiky grafu funkcey = x3 — 3x S 0SOWX.

Uloha. Nalezréte sodadnice pisesika grafi funkci y = —x2+ 2ay=x+ 1.

Jedna se tedyi@Seni jedné kvadratické a jedné linearni rovnice.



Ukazka vstupniho testu:

1. Nakreslete grafy funkcy =x—1 ay =§ do jednoho saadného systému. (Volte
x = % 1,2.) Zjistéte sodadnice jejich pisesiki.

2. Nakreslete graf funkcg = 2.107*. (Volte x = —1,0, 1.) Zjistéte, pro ktera nabude
funkce hodnoty = 5.

Ad 2. Zavedeni pojmu derivace a integralu. Aplikace.

Derivace funkce.Derivace funkce lIzetpsré definovat pouze uzitim pojmu ,limity*
funkce. Jedna se o zakladni pojem celé oblastimatky — matematické analyzy a nepat
k pojmam snadnym. Proto je derivace ve skriptech zavedewaitivné pii pouziti

geometrického nazoru.

Dulezitym a motivujicim gikladem pouziti pojmu derivace je zavedeni okamZzité
rychlosti hmotného bodu (. Newton, 1643 — 1727gliaky fyzik, matematik a astronom),

pohybujiciho se nerovnaimé po @imce. Nech se tento bod nachazicaset v jistém bod
piimky. Béhem Firastku casu At vykona drahu délkya s. Zlomek % vyjadiuje jeho

pramérnou rychlost Bheméasua t na drazea s. Tento zlomek zavisi nafipistku ¢asuaA t,

neni obec# konstantou a nevystihuje tedy whiu, kterd by vyjatbvala okamzitou rychlost
bodu véaset. Tu poskytuje ,mezni* hodnota zIoml’ﬁbj. Je to hodnota (zavisla pouzethake

které se tento zlomek blizi, pokutinistek A t se neomezen(stale vice) blizi k nule. PiSeme

At - 0.

Podle ozn&eni, které zavedeme nize, Ize psét) = s'(t), coz fika, Zze okamzita

rychlost je derivaci drahy podéasu.

Bud’ tedy dana funkcg = f(x), x € D(f). Derivaci funkcef (x) v boct x nazyvame
hodnotu, ke které se ,neomezémlizi (pokud existuje) zIomew, pokudh — 0

(proh = 0 zlomek nema smysl, ale toto omezeni nema na \gfsheld/).

flx+h) - f(x)

Vyraz -

je podil girastku funkcea f = f(x + h) — f(x) (ktery odpovida

priristku h nezavisle prognné x) a @irastku h. Derivace funkce se obvykle ztiaf (x).
V nékterych tikladech vypoet derivace ngni velky problém. Nap pro funkciy = x3 se

zabyvame vyrazem



x+h)3— x3 x3+ 3x2h+3xh?%+ h3—x3
( 21 = - = 3x2? + 3xh + h%.

Lze snadno usoudit, Ze pokad— 0, pak3xh — 0 (pro libovolnéx) i h? — 0. Tedy

(x3)" = 3x2.

Derivace funkce je pravidlo, které dané funkéifgdi novou funkci — jeji derivaci
f'(x), D(f) © D(f). V tabulce Il na str. 62 skript naleznete pravjjik se derivuji ékteré
zakladni elementarni funkce. Na str. 63 skript jpoutky, jak derivovat algebraické operace
libovolnych dvou funkci.

Tak nap. funkce y = xe* je souwinem dvou funkcif(x) = x a g(x) = e*.
Pouzijeme tedy pravidlo pro derivaci $ow (f.g) = f'g + fg'. V naSem fipac (xe*) =
e* + xe* = e*(x + 1). Ve vSech testech budou zadany pouzéiletiklady na derivaci a

jeji aplikaci.

Geometricky vyznam derivac®lati f'(x) = k, tedy derivace funkce v badx je
rovha smndrnici tecny sestrojené v bad|[x, f(x)] ke grafu funkcey = f(x). Odtud lze
usoudit, Ze funkce nema derivaci v bodech, ve ktenglze sestrojit tewu (v £ch bodech ma
graf funkce zlom, neni hladky).

Aplikace derivaceFunkce monotonni. Plati nap/éta 1: Je-li derivacg’ kladna ve
vSech bodech intervalu |, pak je na tomto intervaktouci. Analogicky dalSi alternativy. Jde

o velmi uziténou powku. Ve slozigjSich gikladech neni jina moZnost, neZz pomoci derivace

rozhodnout o monotonnosti funkce.

Nap:. funkce y = me x>0 ma derivaciy’ = 2% Pprotoze platiy' <0 pro

x2

x € (e, o), je naSe funkce na tomto intervalu klesajici.

Dulezitou aplikaci ma ¥Wta 2: Ma-li funkcef (x) v bodt x lokélni extrém, pak nutn
v tomto bod je f'(x) = 0.

Tedy kdeny rovnice f'(x) = 0 jsou body ,podezlé“ z extrému. Naip funkce

y = x3 ma derivaci prac = 0 nulovou, ale extrém v tomto bédevykazuje.

Ovsem pokud funkcg (x) v bodt x méni znaménko a plafi' (x) = 0, pak zde extrém
nastava. Sta uzit Veétu 1. Rozmyslete absituace a rozhodie, zdali jde o lokalni maximum

nebo minimum.



Funkcey = me ma derivaci kladnou néD, e) zapornou nde, ), tedy v bod e ma

ostré lokalni maximum, které je ,globalnim“ maximem

Neuréity integral. Jedna se o operaci @pau k derivaci: Je dana funkg&x) na
intervalul. Hledame funkciF (x), pro kterouF' = f. FunkceF se nazyva primitivni funkci
k funkci f na intervalul, téZ neuwtitym integralem. Funkcd- nemusi existovat (existuje,
pokudf je spojita). Metod vyp&u je vice, my se omezime na&kolik prikladi integrace
elementarnich funkci danych tab. Il str. 67 a peaZe pouky, str. 66 skript. O spravnosti

vypoctu integralu se tedy lzergs\edéit derivaci.

Integrace je obtizj§i operace nez derivace. Integral z funkce e *°, ktery existuje

naR, se neda vyjétt vzorcem pomoci elementarnich funkci.

Ur¢éity integral. Urcity integral budeme definovat pouZitim Newtonovynfole. Ta
dava elegantni metodu vyia hodnoty witého integralu, nema vSak geometrickou
nazornost. Ta je formulovana pikou uvedenou nize. Clty integral se oznalje symbolem
f:f(x)dx, kdea je dolni,b je horni mez integrallijje symbol integrace, vyznam symbal

nespecifikujeme.

Newtonova formule: f:f(x)dx =[F(x)]% = F(b) — F(a), kde funkce F je

primitivni k f na{a, b), tedyF' = f.

Geometricky vyznam u ftého integralu. Pokud je funkcef na intervalia, b)

nezaporna, pa&islo f:f(x)dx udava velikost plochy obrazce, ktery je znaZorna obr. 6.1

na str. 69 skript.

Nevlastni integral. Jeho =zavedeni je nutné kdefinici disttibu funkce
v pravdpodobnosti. Vysi&me s pipadem, kdy alespiojedna mez integralu je nevlastni, tj.
rovnhatoo. Pro jeho vypoet plati ogt Newtonova formule s tou korekci, Ze pokud jeinhap
horni mezb = oo, pak hodnotu (o) chapeme ve smyslu mezni hodnoty (limity)¢igla, ke

kterému se bliZF (x), pokudcislox — oo.

Priklad. Spatéte nevlastni integrél (detnéte si obrazek):

flooidx =[— %]i" =0-(-1), protoie—i - 0 pokudx — oo.

x2

Pri testech budou vzdy k dispozici vzorce pro Wgtaderivaci a integral
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Hodnoty utitych integral se v praxi poitaji numericky na p&tacich, zejména neni-

li k dispozici primitivni funkce.
Ukézka pribézného testu:

1. Nakreslete graf funkcg/=§+%. (Volte nag. x =%,1,2.) Nalezréte jeji lokalni
extremy.
2. Vypoctéte ukity integral fol(l + x?)dx. Nairtnéte obrazec, jehoz velikost plochy je

dana timto integralem.

Ad. 3 Elementy pravdépodobnosti. Existuje vice zfisohi, jak definovat prawgpodobnost
nahodného jevu. Zobe&mim tchto gistupyr lze fici, Zze pravépodobnost je funkce
definovana na mnozénnahodnych je, kterd ma vzdy vlastnosti uvedené na str. 74 skrip
Operace mezi nahodnymi jevy, které jsou analogjek® operace mezi mnozZinami, jsou
uvedeny na str. 71 skript. Zejména pro kazdy nafgemA plati, P(A) € (0,1). Zakladnim
pojmem teorie pravgbodobnosti je pojem nahodné valy. V ucebnicich je uvedeny pojem
popsan ¥tSinou jen piblizné, jeho gesna definice je natona. Pokusime se ji nazfia
Vychozi je pojem — prostor elementarnichije@zn&uje seQ a jeho prvky, tj. elementarni
jevy jsou vSechny mozné vysledky nahodného pok@mna&uji se o, viz skripta str. 72.
Nahodné vetiiny se oznauji velkymi pismenyX, Y. Jsou kvantitativnim¢(selnym) popisem
nadhodnych pokus Je to funkce, ktera kazdému elementarnimu jevepiitradi ¢iselnou
hodnotu jeho realizack(w). dale se pozaduje, aby pro kazdé reélsko x podmnozinadch
elementarnich jay pro kteréX(w) < x byla ndhodnym jevem, kterému jé&fpzena jeho

pravdEpodobnosP (X (w) < x).

Distribuéni  funkce. Distribuweni funkci nahodné veliny X rozumime funkci
definovanou pedpisem F(x) = P(X < x). Je definovana neR, je neklesajici a plati
0 < F(x) < 1. Popisuje rozéleni pravépodobnosti (viz niZze): ifxazuje pravdpodobnost

vSem podmnozinam, které se funkcK zobrazi na interval.
Nahodna veléina se spojitym rozélenim prav@podobnosti.

Poznamka. Tato situace odpovidatipadu, kdy prostor elementarnich jeye

nespdéetny (p&et jeho prvk je roven pétu prvka mnozinyR).
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Spojité rozdleni ma nadhodna veélna X, pro kterou existuje nezaporna funkte

nazyvana hustotou praggbdobnosti, pro kteroB(x) = f_xooF(t)dt,x € R.

Zasadni vyznam ma vzor@€a < X < b) = f:f(x)dx.

Rovnost #stane v platnosti, i kdyz interval vlevo je kterkbliv typu, nap. plati

a < X < b. VySe uvedena vlastnost plyne z vlastnosti integral
Kvantily nahodné veliiny se spojitym rozélenim prav@&podobnosti.

100 % kvantilem nahodné veélny X s distribéni funkci F je &islo x,, které je dano

vztahemP (X < x,) = F(x,) = a. Casto se volix = 0,95.

Normalni rozdfleni. Nahodn& vetiina X m& normalni rozgéleni s parametry: a o,
pokud jeji hustota pra¥godobnosti je dana vyrazem na str. 80 skript. Jehoaeni
N(u, o%). Jeji graf je zndm pod nazvem Gaussatikk. Fislusna distribéni funkce je dana

integralem, ktery neni elementarni, viz odstaveewokitém integralu. Navic je zde zavislost
na parametrecht a o. Linedrni substituceXy =Xf:“ prevadi nahodnou veinu X na
nahodnou vetinu Xy, ktera se nazyva normovana a aaje seN(0,1). Ma parametry
u =0, 0 = 1. Hodnoty jeji distribdni funkced(x) Ize nalézt v tabulkach, resp. jako &ast
statistickych prografh Uvedeme nakonec atkzity vzorec vypétu prav@&podobnosti

nahodné vetiny N (u, 02):

P(aSXSb)=®<$>—¢(

a—u
o )

Kvantily rozdileni N(0,1) se ozn&uji u, jsou roviZz uvedeny v tabulkach.
Uveédomte si, Ze plati vztah), = u,_,, kdez, jsou kritické hodnoty, viz skripta str. 82. Jejich

geometricky vyznam viz obr. 7.3 str. 82 skript.
Ukézka zawre¢ného testu:

1. Nairtnste graf funkce = 3x — x3. Nalezrite prisaiiky grafu s osoux a lokalni
extrémy funkce.
2
2. Vypoctéte integrélfle idx. Nakreslete jeho geometricky vyznam.

3. Nahodna vetiina X ma rozdleni N (6, 16). Spaitéte pravépodobnosP (2 < X < 12).
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Priklady z oddilu 3 se budou tykat pouze normalnibmdfieni. Tabulky distribani
funkce® budou dispozici.

Dodatky

1. Na jednoduchém w#doSkolském pojmu geometrické posloupnosti ukazeme
deduktivni postup v matematice, kdy z definice sleshého pojmu se odvozuji jeho

dalSi vlastnosti, fip. vzorce.

Geometricka posloupnostlsou dana realnéislaa; aq # 0a 1. Cislo a; se nazyva prvni
¢len geometrické posloupnostj,je jeji kvocient. Geometricka posloupnost je defiana
rekurentni formuli a,.;; = a,.q. Tedy a, = a;.q,a; = a,.q = a;.q*. odtud Zejme

a, = a;.q™ 1, coz je vzorec pro-ty ¢len této posloupnosti.
Casteny sowet geometrické posloupnosti (oznee jejS,) je definovan vyrazem:
S,=a,+a,+-+a,=a;+a;.q+ -+ a;.q" 1. Odtud

Sp-q =aq.q + -+ a;.q" Odetenim ziskdms,,. (g — 1) = a;.(q" — 1), tedy

n-1

Sn = al.q

Py COZ je vzorec proastény soket geometrické posloupnosti.

Je-li|q| < 1, pakq™ — 0 pokudn — oo, coZ znamen@, Z#slo q™ je libovolné blizkeé

¢islu 0 pokudiislon je dostaten¢ velke.

Nekoné&nou geometrickouradou se nazyva vyraf, = a; + a;.q + a;.q* + ---;
tento vyraz ma smysl pokud| < 1 a jeho hodnota je daridslem, ke kterému se bliH,

pokudn — oo. Z vySe uvedené Uvahy snadno usoudime, Ze Slatk 1%1.

Priklad. SloZzené Uréeni. Ozndime-lii ro¢ni trokovou sazbu vyjédnou desetinnym

Cislem aQp pocatesni hodnotu, pak hodnota za jeden 8ok: Q; = Qy + i.Qy = Qp. (1 + ).

Analogicky pon letech dostavame hodno@y, = Q. (1 + i)™ CislaQ, n=0, 1, ...

tvori tedy geometrickou posloupnost s nult§i@nemQg a kvocientem 1 +

Priklad. Vyjadrete racionalnéislo 0,3 zlomkem.

0,§=1(1+i+%+...)=i_ L :l_
10 10 10 10 1-1/10 3
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DalSi giklady viz skripta.

Uloha. Stanovte chybu, tedy veliko&isla |S,, — S,|, které se dopustime, pokdtslo
S, nahradimeislemsS.,.

2. Priklad na aplikaci derivace funkcéipopisu jedné zajimavé ekonomické zakonitosti

z neoklasické teorie.

Z mikroekonomie je znama funkce, ktera v dané dimopisuje zavislost celkovych

nakladi Tc na vyrakném mnoZstvQ pii zvolenéméasovém Useklt = TC(Q).

Graf této funkce viz literatura na konci tohoto wdse, str. 19. Zmimy graf je
.Kvantitativné* zavisly na zvolené firy, ale jeho ,kvalitativni tvar* je na ni vicemen
nezavisly. Z matematického hlediska se jedna odudéfinovanou na interval{, o), je zde

rostouci, obeahneni linearni a mé zde derivaci. Jeji dalSi viastimespecifikujeme.

Jeji analyticky vzorec pro danou firmu Ize ziskaamerenych, resp. napozorovanych
diskrétnich hodnofQ;, TC(Q;)) matematicko-statistickymi metodami. Vice o tonématu se
Ize doz¥dét v magisterském studiu.

FunkceAC(Q) = %(Q) udava piimérné naklady. Lze fgdpokladat, Ze je definovana

na intervalu(0, ), AC(Q) » o prox —» 07 a prox — «. Déle, Ze je na interval(0, Q)

klesajici, naQ,, =) roste, vQ, ma minimum.

Dulezitou roli v neoklasické teorii ma pojem ,mezninBkladi“. K posouzeni jeho
duleZitosti ve sledovanych zakonitostech neni nutoézfi diferencialniho pttu, pak ale

vyklad neni zcelaigsny.

Mezni ndkladyMC(Q) v ekonomické interpretaci ukazuji o kolik jéelba zvysit

celkové nakladyl C na vyrobu dalSi jednotky produkce, tj. praméQ. Tedy

MC(Q) = ATAC—CSQ); symbol ATC(Q) ozna&uje pirastek celkovych néklad TC
odpovidajici pirastkuAQ promEnnéQ. PokudAQ = 1, pak jsou mezni nakladyselre rovny
prirastku ATC. veIiéinaAAT—QC ale zavisi na velikostAQ, a tedy nevystihuje okamzitou ,miru
zmeény* funkce TC v boE Q. (Srovnejte s pojmy okamzita aopnérna rychlost u odstavce

derivace.) Zcela vyhovuje ,mezni hodnota“ tohotonaku, tj. hodnota, ke které éAgQg blizi,
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pokudAQ — 0. To znamen@, Zecélné je definovat mezni naklady jako derivaci cellan
nakladi: MC(Q) = TC'(Q).

Tato definice dava shodnou ekonomickou interpret&t&i si uwdomit platnost

ATACCEQ) =TC'(Q) a volit AQ = 1. Vyslovte tuto interpretaci. Navic je nam

aproximace
k dispozici cely kalkulus diferencialniho ¢a.
Obvyklé tvary grai funkci AC(Q) a MC(Q) jsou uvedeny vV literate uvedené nize.

Z jejich priibéha se usuzuje, Ze graf meznich naklgadotina graf pkmérnych naklad v jeho

minimu. Tento fakt maidezitou ekonomickou interpretaci. (&pviz literatura.)

Exaktni platnost tohoto tvrzeni dostaneme snadti@aap diferencialniho p&iu za

zcela obecnychipdpoklad o funkciTC. Ziejmé plati:

I} TC(Q) ! TC'(Q).Q-TC(Q) MC(Q)-AC(Q)
AC(Q) = () = - mrere)

V minimu (Q = Q,) je tato derivace nulova, ted¥C(Q,) = AC(Q,), coz je naSe

tvrzeni.
Literatura:

Vicek, J., a kol.Ekonomie a ekonomika, Praha, ASPI, 2005.
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